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Uber regulare und semiregulare Polyeder

1. Einleitung

Das Folgende ist fiir gute Schilerinnen und Schiil®vahlpflichtkursen, Arbeitsgemeinschaften, Scradeni-
naren, Pluskursen, au3erschulischem Unterrichtgegignet. Im vorliegenden Text wird versuchg giéomet-
rischen Sachverhalte wie auch die Uberlegungeraszudtellen, dass der Lehrsie ohne allzu groRRe Vorberei-
tungsarbeit einsetzen kann. Ahnlich verhélt es siithverweisen; sie wurden auf ein Minimum beschtabie
Materie der halbregularen (hier semiregular geremniKorper ist zu umfangreich, um an der Schuleassgnd
dargestellt zu werden. An der Schule wird sichlaghrer auf die Vermittlung von Raumanschauung urfdias
Rechnen mit Quadratwurzeln beschranken. Wenn ler gewisse Vollstandigkeit angestrebt wird, um dem
Lehrer die Arbeit zu erleichtern, heif3t das nidlass in jedem Kurs alles unterrichtet werden miDss.Lehrer
wird fur seine Schiler eine passende Auswahl zwisalen Extremen eines reinen Bastelkurses bisurim z
Verstehen der Zusammenhange der untersuchten Kfimgen. Im Einzelnen wird auf Kapitel 5 verwiesen.

Die Anfange der Ausarbeitung sind urspriinglich Begebnis eines halbjahrigen Wahlpflichtkurses (2lbahr

in 1998/99 bzw. 2001/02 an der Herder-Schule, Gyiuma in Frankfurt am Main), in dem die Schiler der
Klasse 9 reguléare und eine gewisse Klasse von sgméren Korpern so herstellen sollten, dass sieAdhan-
gigkeit der semiregularen Korper von den reguldf@npern erkennen konnten (nach QIBER [1]). Nach
einem ersten Kurs, der etwa den Erfolg eines Bastgts hatte, sollten im zweiten Versuch auch dikimina

und die Oberflachen dieser Kdorper unter der Vordabstimmt werden, dass die Kantenlangen der regular
Ausgangskorper vorgegeben sind. Als Voraussetzamgte man bei den Schilern nur das Volumen und die
Oberflache eines Quaders sowie den gerade newntgieBatz desYHAGORAS erwarten, zudem geometrische
raumliche Anwendungen noch nicht ausreichend ge&bén.

2. Regulare Vielecke

2.1 Rechenhilfeaur Algebra

Es werden einige gleichartige algebraische Umfoigeanhaufiger gebraucht. Darum sollen sie im Voiaets
rechnet werden, um die geometrischen Beweise miahtit zu belasten. Im Unterricht kénnen zumindést d
Inhalte des Kapitels 2.1 jeweils bei Bedarf behénderden.

Beispiel 2.1.1:Da(2\/§)2 = 20 < 25 ist, folgt2V5 < 5. DaV/5 + 1 > 0 ist, folgt

1 Diese Abhandlung beschréankt sich bei Wortern wiereégnnen und Lehrern, Schillerinnen und Schiileén auf die méannliche Sprach-
form. Man moége dies entschuldigen.
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(V5+1)° = [V5+ 1| = V5 + 1. Deshalb gilt: (/5+1)2 =5+ 2(5+1=6+ 25 >0 = /51=16+25

Wer solche Umformungen nicht erkennt, kann mit eidensatz beginnen:
6 +2v5 = (a+ bV5)" = a? + 5% + 2abV'5; durch Koeffizientenvergleich findet man:

| a®+5b%=6
Il ab =1,d. h.b=§, daa # 0.

Man setzt Il in | ein und erhali? + % = 6. Hieraus folgta* — 6a® + 5 = 0 unda? = {i . Alle hieraus folgen-

den 4 Lésungspaafe, b) liefern die Lésungy 6 + 2v/5 = 1 ++/5.

Das hier angedeutete Verfahren muss nicht zu &esxinfachung der Wurzeldarstellung fihren, wie dashs-
te Beispiel zeigt:

Beispiel 2.1.2:Der Ansatz/V/5 + 4 = /(a + b\/g)2 filhrt zu den Gleichungen

| a?+5bh%=4und
Il 2ab =1, alsob = L
2a

Hieraus entsteht die biquadratische Gleichuhgt — 16a® +5 = 0. Es folgt zunachsia? = 2 + %\/ﬁ >0

und damit z. Ba = /2 + %x/ﬁ; das ist sicher keine Vereinfachung.

Es kann auch sein, dagssindb nicht im Reellen darstellbar sind.

Aufgabe 2.1.1% Berechne die Quadrate (binomische Formeln), fassammen und vereinfache. Dann
ziehe die Wurzel; bearbeite wie im Beispiel:

8) V14£6v5 =45 +3 = (V5 +3f =142 65
b) V30£10V5 =+5+5 (1\/§+5)2 =30£10V5
Berechne nun véllig selbststéndigy 70+ 30v5 und d) V9= 45

2.2 Regulére Vielecke

Definition 2.2.1: a) Durch Strecken begrenzte ebene geschlossene Figeifdan Vielecken-Ecke oderPoly-
gone sie heiBerkonvex, wenn die zwischen zwei beliebigen Randpunkteeggie Strecke ganz im Inneren
des Polygons liegt.

b) Ein n-Eck heil3treguléar, wenn dasi-Eck konvex ist und alle an ihm messbaren entsjpreddn Stiicke gleich
grol3 sind, d. h.:

1. Alle Seiten sind gleich lang.

2. Alle Winkel zwischen zwei aneinandergrenzendeneBesind gleich grol3.

3. Es gibt ein Zentrum, von dem alle Ecken gleich weitfernt sind, es gibt also einen Umkreis.

4.

Zu jeder Seite gehort ein Zentrumswinkel; alle Z@mswinkel sind gleich grof3, namliééfﬁ usw.

2 Die Lésungen zu den Aufgaben befinden sich in i
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Alle diese und auch andere Eigenschaften sind iiiR&gularitdt notwendig; ein Teil dieser Bedingeimgst
dafur hinreichend, dass aerEck regulér ist.

Aufgabe 2.2.1:Nenne hinreichende Bedingungen fiir die Regulagitidsn-Ecks.

2.3 Formeln fur den Flacheninhalt einiger regul@r&icke

Vereinbarung: Im Folgenden wird manchmal nur varEcken gesprochen, wenn regulare gemeint sind.

Es werden Formeln fir den Flacheninhalt in Abhakgjigvon der Seitenlangeangegeben, weil diese am leich-
testen messbar ist. Offenbar ist fir ein QuadratFcheninhals’. Bei den reguléren Vielecken der néchsten
Aufgabe zerlegt man dasEck mit Hilfe seines Zentrums in kongruente gleichschenklige Dreiecke, deren
Inhalt mittels% mit der Dreieckshdéhk berechnet wird. Den Zusammenhang zwischend h findet man mit

dem Satz desYWHAGORAS.

Aufgabe 2.3.1:Uberpriife die Tabelle:

Regulares | Dreieck | Viereck | Sechseck | Achteck

Flacheninhalt /3 s? ‘ 252\/5

4

Hier fehlt das regulare Finfeck, dessen Inhalt jetz
berechnet wird:

Namengebung:

Die folgenden Formeln finden sich in zahlreichen
Formelsammlungen, Schulbiichern und sonstigen
Biichern. Sie beziehen sich auf ein regulér&sk

mit der Seitenlanges, dem Inkreisradiusg, und
dem Umkreisradius,. Bei Zusammenhangen zwi-
schenn-Eck und 2-Eck wird i. Allg. vorausgesetzt, dass beide ddreelUmkreis habend,, ist der Flachenin-
halt des gezeichneten Teildreiecks descks (siehe die Abbildung). Das regul@r&ck hat also den Gesamtin-
haltn-A,.

Aufgabe 2.3.2:Beweise mit dem Satz deSTIAGORAS anhand der letzten Zeichnung die Formeln:

,2—2 1—— @)

_ S_H)Z )

r

2
=2 i (2) 3)(

2r

Aufgabe 2.3.3:Begriinde zunachst jeweils eine Seite der folgeri2kam-und-nur-dann-Aussagen mit
deinen geometrischen Kenntnissen und anschlielendetveils dargestellten algebraischen Zusam-
menhang:

a) S0 = 22 (\/_ 1) S Ty = 5170(\/3-1- 1)
b) sw=§p10 25-10v5 < p, =20V5+2V5
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C) Ss =r2—5\/10—72\/§ S T =%m
d) Ss = 2pV5— 2V5 S pg = %m
e) P =2V10+2V5 & 1y ="204/50—10V5
f) Ps =%5(1+\/§) = r5=p5(\/§—1)

Nun kann man den Flacheninhalf des Fiinf- und Zehnecks gemé3= % berechnen und so die Tabelle
der Aufgabe 2.3.1 erganzen zu:

Zusammenfassung 2.3:

Regulares | Dreieck| Viereck| Fiinfeck |  Sechseck| Achteck | Zehneck

Fléacheninhalt] s* s? % 25 + 10V5 ‘ 352\/§ ‘ 2s2(V2 + 1) Ssz [5 + 245

4

3. DiePLATONischen Korper

3.1 Requléare Polyeder

Entsprechend zu den Regularitatsforderungen beigka@n Vielecken geht man im Raum vor:

Definition 3.1.1: Ein von ebenen Flachensticken begrenzter raumli€bgrer heil3tPolyeder. Das Polyeder
heil3t konvex, wenn die Verbindungsstrecke zwischen zwei beajehi Punkten seiner Oberflache (genannt
Rand) ganz innerhalb des Korpers liegt.

Definition 3.1.2:. Ein konvexer Korper heilsegular, wenn
- alle Begrenzungsflachen (gena@itenoder Seitenflachen) kongruente regulére Vieleckd,si
— alle Winkel zwischen Seitenflachen, die eine Kaggeeinsam haben, gleich grofR3 sind.

Satz 3.1.3:Es gibt nur SpLATONisché Kérper, die konvex sind und nur kongruente regutBeitenflachen ha-
ben. Sie haben entweder nur Dreiecke oder nur Qtadder nur Fiinfecke als Seiten. Nach der Anzahl d
vorkommenden Seitenflachen werden sie regelmaigaaeder (4 Flachen)Wiirfel (6 Flachen), regelmani-
gesOktaeder (8 Flachen), regelmaRig&ondekaeder (12 Flachen), regelmaRigédssaeder (20 Flachen) ge-
nannt. Das Wort ,regelmafig” wird oft weggelassen.

Definition 3.1.4: Falls sich an einer Ecke eines PolyedePolygone treffen, so nennt man das Gesamtgebilde
ausr Polygonen einRaumeckedes Polyeders.

Aufgabe 3.1.1:Begriinde die Existenz des Wiirfels, des Tetraedatsdes Oktaeders aus der Eigen-
schaft der jeweiligen Raumecke, die aus 3 Quadiaen 3 gleichseitigen Dreiecken bzw. 4 gleichsei-
tigen Dreiecken besteht.

3 Platon, antiker griechischer Philosoph, geboren42Bv. Chr. in Athen oder Aigina, gestorben 348/84Athen
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Zum Beweis zu Satz 3.1.3:
| Die Existenz der ®LATONischen Korper ist nach Aufgabe 3.1.1 und im Wesghwh mit Hilfe der Kapitel
3.2.1 bzw. 3.2.2 erwiesen. Man kann diese Korpstetha

Il Satz 3.1.3 besagt aber auch, dass es keineraritegularen Korper geben kann, die konvex sires dird
hier gemafl MYER U. A. [1] gezeigt:

Man betrachtet eine Ecke eines konvexen KorpershAstoRen ebenen-Ecke zusammenm.hei3tEckengrad,

n Seitengrad Bei den regularen (konvexen) Kérpern sind mhecke regular und alle Raumecken zueinander
kongruent. Man Uberlegt, wie grof3 hierbesein kann, damit dia-Ecke wirklich eine Raumecke eines konve-
xen Korpers bilden kénnen.

VG

Y

% 0

Fur eine Raumecke benétigt man mindestens 3 Podygon

n = 3: Das regulare konvexe Vieleck mit der kleinskckenanzahl ist das gleichseitige Dreieck. F&r3 be-
kommt man eine Lésung, wie dies etwa beim reguldieinaeder der Fall ist. Die letzte Abbildung zeiass
auch fur die Féalle = 4 undr = 5 eine Raumecke entsteht, wohingegerr fér6 keine solche entsteht, da dann
alle beteiligten Dreiecke in einer Ebene liegerpdleine Raumecke bilden kénnen. Fir héngie der Abbil-
dung gezeigt fir = 7undr = 8) kann man sich zwar Raumecken eines Korparstelten, diese gehdren aber
dann zu einem Korper, der offenbar nicht mehr karise

Aus diesen Uberlegungen erkennt man bereits:

Satz 3.1.5:Die Summe der an einer Raumecke beteiligten Widtebei einem konvexen Koérper kleiner als
360.

n = 4: Drei Quadrate stoRen zu einer Raumecke wim Méirfel aneinandert = 4 ist nicht mdglich, da 4
aneinandergeheftete Quadrate eine Ebene bildem.drgibt es keine Ecke eines konvexen Koérpers.

n = 5: Nach oben betragt der Winkel zwischen zwegjranzenden Seiten eines regularen konvexen Fiinfecks
108. D. h. furr = 3 bekommt man eine Raumecke, rfitr 3 eine Raumecke eines nicht konvexen Korpers.
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n = 6: Der Winkel zwischen zwei angrenzenden Seitaasekonvexen regularen 6-Ecks betragt®12& man
fur eine Raumecke mindestens 3 Flachen bendtegeli also 3 verheftete reguldre Sechsecke in Einene
und bilden keine Raumecke. Fir 3 ergibt sich aber keine Ecke eines konvexen &&tp

Fiirn > 6 ist der Winkel zwischen zwei benachbanmefck-Seiten1 80° —31—00 und damit das mindestens Drei-
3-360° 3.360°

fache540° — —> 540° — = 360°; also kann es keine Raumecke geben.

Zusammengefasst haben wir die folgenden Moglicbkefiir reguléare konvexe Korper:

N 3 3 3 4
r 3 4 5 3
wie beim Tetraeder Oktaeder Ikosaeder Waiirfel Daddkr

Definition 3.1.6: Eine Kugel, die durch alle Ecken eines Polyedels, deil3tUmkugel des Polyeders.

Es versteht sich von selbst, dass nur konvexe Betygine Umkugel haben kénnen und deren Mittelpihkn
Inneren des konvexen Polyeders liegen muss.

3.2 Volumen und Oberflache von Korpern

Noch immer werden im Normalcurriculum nahezu
aller Bundeslander die Korper Wirfel, Pyramide
und Prisma behandelt, wobei hier das Prisma aul3er
dem Spezialfall Wirfel kaum eine Rolle spielt.

Vereinbarung: Es werden hier nur Pyramiden
oder Prismen betrachtet, der&nundflache bzw.
Deckflache ein regulares konvexes Vieleck der
Grundkantenlange sist. Alle Ubrigen Kanten des
Kdrpers sollen die gleiche Landgehaben. Diese Normierung ist sinnvoll, da man aenélichig begrenzten
Kdrpern vor allem die Kantenlangen messen kann.

Der Wiirfel hats = t und damit gilt fur seinen Rauminhalt= s3.

Fur eine Pyramide mit der Grundflaceund der Hohén ist der Rauminhaly = Gg—h Ist die Grundflache ein

Quadrat der Kantenlangeso ist G = s2. Man bendtigt einen Zusammenhang zwischemundh, den der Satz
des RTHAGORAS liefert, wenn man die rechtwinkligen Dreiecke inménen der Pyramide in der letzten Abbil-
dung betrachtet:

—_ 2 - 2 2 2 2
Man findet|FC| = \E undh = |EF| = /tz - S?; also giltV = S? t2 — S? = %\/48 —2s2.

s3.

N

Im Fall s = ¢t folgt hierausV =

Aufgabe 3.2.1:Finde Formeln fur das Volumen des regelméaRigena€&ders und des regelméaligen
Oktaeders in Abhangigkeit von der Kantenlaage

Weiter wird benotigt:
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Definition 3.2.1: Eine Pyramide mit einem regularerEck als Grundflache heilgferade, wenn die Gerade
durch die Spitze und den Mittelpunkt de€cks senkrecht auf der Grundflache steht. Einnfrikeil3t gerade,
wenn die Seitenkanten auf der Grundflache senkstehen.

Wegen der oben getroffenen Vereinbarung gilt:

Satz 3.2.2:Alle hier betrachteten Pyramiden und
Prismen sind gerade.

Beispiel 3.2.1.:.Berechne das Volumen einer gera-
den Pyramide, deren Grundflache ein regelmaRiges
Funfeck mit der Kantenlangeist und dessen sons-
tige Kanten die Langehaben.

Ldsung:

Nach Zusammenfassung 2.3 gilt= > Gh = %\/25 +10v5 - [t - %(5 ++/5)

Hierbei wird eine Formel fir die Pyramidenhdheie folgt (siehe die letzte Zeichnung) benutzt:

h =VtZ — 2, wobei nach Aufgabe 2.3.3 ght= \/tz - %0(50 +10V5) = \/tz - %(5 +/5).

Auch hier soll der Spezialfadl = t angegeben werden:

Man findetV = %\/ 25+ 10V5 - /1 — = (5 +V5) und multipliziert die Wurzeln aus:
1 1 1
V25 +10V5 - \/1 ~—(5++5) = Js(s +2V5) (10 -5-+5) = \/5(5 +2V5)(5-+5) =

=130 +10V5 =352+ 10V5 + 5= 2 [(5+5)" = 1 (5 + V5)

2
. . s3
Hieraus folgtV = — (5 +V/5)

3.2.1. Berechnung des Volumens eines Ikosaeders:
Hierzu muss man sich mit der rdumlichen Konfigunatilieses Kérpers befassen:

Satz 3.2.1.1An jeder Ikosaeder-Eckg&treffen 5 gleichseitige Dreiecke zusammen; die &resecken sind von
S gleich weit entfernt und bilden ein reguléres dadhit ebenes 5-Eck. Die 5 Dreiecke bilden zusammign
dem 5-Eck eine gerade Pyramide, deren 5 Seitechgigitige, kongruente Dreiecke sind.

Beweis:

Das lkosaeder ist ein regularer Kérper; deshald auch die Winkel zwischen zwei benachbarten Dkeiec
Uberall die gleichen. In Folge gibt es durch dieayidenspitze eine Achse, um die Drehungen dierfigiain
sich uberfuhren und damit auch die Ecken der Giéolé; also missen diese auf einem Kreis liegendimd
Pyramide ist gerade. Da aber die Grundkanten adkeetbe Lange haben, handelt es sich sogar unegiéres
5-Eck. Aus Symmetriegrinden ist die im Satz bestieme Pyramide gerade.

Satz 3.2.1.2:Jeder der in Satz 3.2.1.1 beschriebenen 5-seiffgeamide liegt eine zweite solche gegeniber,
deren Grundflache gegentiber der ersten U272 36 verdreht ist. Zwischen je zwei solchen Pyramiliegt
ein Gurtel aus 10 gleichseitigen Dreiecken, diegjgsamit einer Kante verbunden sind.

Beweis:
Die beiden Grundkreise haben nach Konstruktionkizsaeders den gleichen Radius. Ihre Ebenen siradiga
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weil die sie verbindenden 10 Dreiecke alle gleidigeaind. In der nachsten Abbildung werden nur Nigm-
mern der Eckel®, bisP;, des Ikosaeders angegeben. Die Spitze der Pyravoide Satz 3.2.1.1 seP;, die
Ecken des regularen 5-Ecks haben die BezeichnuRgéy P,, Ps undP,. Man kann die 5-seitige Pyramide so
legen, dass die Kantg, P, waagrecht ist und dann um diese Kante so dretiess P,P; senkrecht wird, d. h.
das 5-EckP,P;P,PsP, ist projizierend, zeigt sich
also als Strecke. Damit liegen in dieser Afmisic
auch die PunkteP’; und P, Ubereinander. Dann N
muss auch die zweite 5-seitige gerade Pyramide
mit der SpitzeP, ein 5-Eck PgPyP;,P;,P;, als
Grundflache haben, das sich — wegen Satz 3.2.1.1 o=t 4
— ebenfalls als Strecke zeigt bzw. muss eine &ant
P, P haben, die sich fir den Betrachter waagrecht
zeigt, und muss eine Kankg,P,; haben, die der o=1
Betrachter als einen Punkt sieht, also ebenfalls ¥ S g
Ubereinanderliegen.

2 S 1

n
o

Aus Symmetriegriinden sind daBgP, und PP, jeweils waagrecht (siehe obigen Grundriss). Albkdh mus-
sen also vom Mittelpunkil des Wirfels gleich weit entfernt sein; das Ikosadtht deshalb einen Mittelpunkt
M. Die in der Ansicht oben waagrechten und senkegcKianten liegen alle auf einem Wirfel der Kantegé
d. Aus Obigem folg{P;P;| = d, das ist die Lange einer Diagonalen in einem érgul 5-Eck. Diese soll jetzt
mit den Ergebnissen der Aufgabe 2.3.3 und dem&=B THAGORAS berechnet werden:

2
2= (r+p)? +5 = (S50 + 10V5 + 2125+ 10V5) +5 =
zf_;](so +10V5 + 25 + 10V5 + 2\/(50 +10v5)(25 + 10V5) + 25) =
=%(100+20\/§+10\/m§)=%(1o+z\/§+\/m§)=
_s? \/— 52 2
== (10+2V5+ 25+45+30‘/§>—E(10+2‘/§+m>

_ 52 _ s2 _ i 2
= (150 +50v5) = - (6 + 2v5) = = (1 +V5)
Der letzte Schritt wurde bereits in Beispiel 2.1.1
ausgefihrt. Damit hat man:

%(10+2\/§+5+3\/§)=

Satz 3.2.1.3.Jede Diagonale eines regularen Funf-
ecks mit der Seitenlangehat die Lange

d=§(1+«/§). 1)

Zur besseren Vorstellung wird in der nebenstehen-
den Abbildung noch ein Schréagbild der Gesamt-
konfiguration angegeben, wobei die unsichtbaren
Kanten weggelassen sind.

Es folgt die Berechnung des Umkugel-RadRis
Da z. B. in der oberen Zeichnung die E¢keén derselben Hohe wil liegt, sieht man also doRt = |P;M| in
wahrer Grol3elP; Py ist in obigem Grundriss eine Diagonale im Funfatdshalb gilt mit (1):

2 2 2 2 2 2
R =(5) +(5) == (1+V8) 2+ ==(6+2V5+4) = (10+2V5), also R =110+ 2V5.

2 2 4
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Satz 3.2.1.4Das |Ikosaeder mit der Kantenlargkat eine Umkugel (also eine Kugel durch all sé&oken) mit

RadiusR=>v10 + 2V5.

Deshalb kann das lkosaeder der Kantenl&ige20 dreiseitige gerade Pyramiden zerlegt werderen Grund-
flache ein gleichseitiges Dreieck der Kantenlasgg. Die Ubrigen Kanten der Pyramiden haben diet&@lan-
geR des Satzes 3.2.1.4. Es folgt die Berechnung dasnéms der genannten dreiseitigen Pyramiden:
Zunachst wird die Hohe im gleichseitigen Dreieck der Kantenlargjgerechneth? = s2 —% = Zsz

Hieraus folgth = %x/? p sei die Hohe der dreiseitigen Pyramide; ihr Fulkpist der Schwerpunkt der gleich-
seitigen Grunddreiecksflache; also findet man ratz.4.3 nach dem Lehrsatz deg#AGORAS:

p? = R~ (25v3) = (5) (10 +2v5) -5 = ()" (90 + 18V5 — 48) = (%) (42 + 18V5) =
= (i)2-3-(9+5+6\/§) = (i)z-s-(3+\/§)2

12 12

Definition 3.2.1.5: Gibt es in einem Polyeder eine Kugel, die alle sedeitenflachen berihrt, so heil3t diese
Inkugel.

Es versteht sich von selbst, dass nur konvexe Betyeine Inkugel haben kdnnen. Wie dem Vorsteheaden
entnehmen ist, gilt:

Satz 3.2.1.6:Alle pLATONIschen Kérper haben eine In- und eine Umkugel. 8didben den oben il be-
zeichneten Mittelpunkt.

Aufgabe 3.2.1.1Beweise den folgenden Satz.

Satz 3.2.1.7:Das lkosaeder hat eine Inkugel (die alle Seiteh8acin deren Schwerpunkt berthrt) mit Mittel-
punktM und Radiugp = >v3(3 +5).

Das Volumerv einer solchen zu einer Seitenflaiche des Ikosaepdrdrigen Pyramide betragt:
1 s 1 s s
5 3

Da das Ikosaeder aus 20 solchen Pyramiden beftelt man als Gesamtvolumé&n= 15—2 (3 +V5).

3.2.2 Berechnung des Volumens eines Dodekaeders:

Das Dodekaeder wird von 12 Finfecken berandet, wasb@der Raumecke 3 Funfecke beteiligt sind. a@ff
ecke haben 60 Kanten, da aber jeweils 2 Finfecles leinte gemeinsam haben, hat man so jede Kanpeltiop
gezahlt. Der Koérper hat also 30 Kanten. Jede Kéndigt zwei Raumecken; bei dieser Zahlung kommt jede
Raumecke dreifach vor, weil an jeder solchen 3 &anerknipft sind. Also gibt €80-2): 3 = 20 Ecken.

Satz 3.2.2.1.Das Dodekaeder hat 12 Funfecke als Oberflache (RaAd<anten und 20 Ecken, von denen jede
zu 3 Finfecken gehort.

Als Nachstes werden die Dodekaeder-Ecken von P®iso nummeriert, dass die EckgnundP, ganz oben
und die EckerP,4 undP,, ganz unten liegen. Die weiteren Ecken sind vomatech unten nummeriert. In der
rechten Zeichnung findet man stBttnuri. In dem Schrégbild wird davon ausgegangen, dasaufiere Wrfel
aus Glas und das Dodekaeder undurchsichtig sind.
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Beim inneren Wurfel sind einige Kanten gestrichelt

Wabhlt man eine beliebige Dodekaeder-KamtB, aus, dann treffen sich B die kongruenten regularen Fiinfe-
cke P, P;P, PP, , P,P;P4P,,P, und P,P,PgP;P, bzw. inP, die kongruenten regularen FunfecRgPsPzP,P,,

P, P;P,P¢P, undP,PsP;,P;,P, (siehe die nachste Zeichnung). Man erkennt, dass die StreckeR,P;, und
P,,P,, parallel sind. Man kann aber auch mit jedem andbemachbarten Eckenpaar beginnen; also gilt:

Satz 3.2.2.2:7u jeder Kante eines Dodekaeders gibt es einehigarallele Kante. Es gibt deshalb drei Paare
{P,P,, PPy}, {PoPiy, Pi1Pi2}, {P,P3, PP} jeweils paralleler Kanten, die auf einem WUnhéit der Kan-
tenlange P, P,o| um das Dodekaeder liegen. Jedes Kantenpaar bestimenSymmetrieebene (es gibt auch noch
weitere), die sich alle im Mittelpunkt des Quadsrhneiden, der dann auch Mittelpuhkides Dodekaeders ist.

Man betrachtet nun diesen Wiirfel von oben (siehe =

die Zeichnung). Man schneidet ausgehend von der d

Kante P,P, durch die Hilfsgerade®;P,, P,Ps, =1 =16
PP, undP,P;, die alle Diagonalen der Langkin 11 10
reguldren 5-Ecken sind und wegen der bereits er-

kannten Symmetrien deshalb ein Quadrat bilden; es S dBE= M 1 d s
entsteht ein Walmdach (suche das Walmdach in

nebenstehender Zeichnung). 12 ™ h 9
Man kann auf diese Weise 6 kongruente Walmda- 6=13 q 3=15
cher vom Dodekaeder abschneiden; tbrig bleibt ein

Kdrper, der von 6 Quadraten begrenzt wird, also i

ein Wurfel der Kantenlangeist; nach Formel Satz
3.2.1.3giltd = [P3P,| = (1 +5)

Aufgabe 3.2.2.1:Im alten Griechenland erzahlte man von einem Mattier namens HPASOS(es

gibt drei Varianten der Legende; eine davon findah bei AMBLICHOS, Vita Pyth. 246-24%, der ge-
fesselt in ein Boot gelegt und dem Meer Ubergebemien ist. Was hatte er angestellt? Er hat den Ubli
chen ,Geheimbund der Mathematiker” verraten und dgemeinen Volk" gelehrt, dass das Dodekae-
der eine Umkugel hat bzw. wie man mit wenigen Sténiaus einer Rube einen Dodekaeder schnitzen
kann.Begriinde:Welchen Winkel muss man kennen, um aus einem \\Minifevie vielen Schnitten ei-
nen Dodekaeder zu bekommen? Die Berechnung deseWiisk erst nach der Klasse 10 méglich.

4nach B.L. VAN DER WAERDEN: Die Pythagoreer, Die Bibliothek der Alten Weltitémis Verlag, Zirich u. Miinchen 1979, Seite 71 ff.
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Berechnung des Walmdachvolumens:

Das Walmdach besteht aus zwei Halften einer
geraden Pyramide auf einem Rechteck und einem
geraden Prisma, dessen Grundflache ein Dreieck
ist. Die ganze Pyramide hat ein Grundrechteck der
Langend und (d — s); ihre Hohe seh, die es zu
berechnen gilt. Das dreiseitige Prisma hat ein
Grunddreieck der Kanted, x und x (siehe die
Walmdachskizze). Die Hohe in diesem Dreieck ist

h; damit ist der Inhalt des Grunddreiec%ls und
sdh

deshalb das Volumen des Prismés\s das Volumen der Pyramide betra§ d;S)h

. Hieraus erhalt man als Vo-
lumen des Walmdachg, = dh G + ?)
)
Mit den Bezeichnungen obiger Skizze folgt die Baremg der Hohé nach dem Lehrsatz deSTTRIAGORAS:
Mit y: = %(d —s) und z%Z =% — i—z folgt mit der Diagonalenlange im 5-Eck (Satz.8.2):
h? = z? — y* = g2 —%z—i(d—s)z = %sz +%ds—%d2 =%sz +§(1+\/§)— %(1 +\/§)2 =§
Also ist h = % Mit der Formel fur die Diagonalenlange im 5-E&8afz 3.2.1.3) und obigem (1) findet man:

S S S E \/— - S S
Wy =2(1+V5) 2 (34 2520) =S (3(1495) + (1+45) - 2(1+V5)) = £(7+3V5) ()
Berechnung des Dodekaedervolumens:

V=d*+ 6V, = d®+6dh (3 +22) 3)
Hiermit findet man:

V=§(1+\/§)3+6- %(7+3\/§) =£(3(1+3\/§+3-5+5x/§)+7+3\/§) =

4 \2

=§(8+4\/§+7+3\/§)=§(15+7\/§)

Zusammenfassung 3.2:

Korper Wiirfel Gerade Gerade Gerade Pyrat RegelmaRiges Regulares
quadratische | Quadratische| mide auf Tetraeder Oktaeder
Pyramide Pyramide mit| gleichseitigem| alsos =t alsos =t
s=t Dreieck
VolumenV | s° SVaT =25 | 23 N T R 2 g2
Korper Gerade Pyramide auf regularem | Gerade Pyramide auflkosaeder Dodekaeder
Funfecks # t regularem Finfeck | alsos =t alsos =t
s=t
VolumenV ‘_zm m‘f(5+\/§) 5 (3 +5) ‘£(15+7\/§)
2 . - E 24 12 4
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4. Spezielle semiregulare Korper

4.1 Definition

In Anlehnung an WRTH [1]:

Definition 4.1.1: Ein konvexes Polyeder heifggular, wenn alle seine Seitenflichen kongruente reguiére
Ecke (Polygone) sind und an jeder Eckalso gleich viele, derartigeEcke aneinanderstof3en.

Um weitere konvexe Polyeder betrachten zu kénnéml eese Definition dadurch geédndert, dass mandauf
Bedingung verzichtet, daafie Seitenflachen kongruent sind.

Definition 4.1.2: Ein konvexes Polyeder hei§¢miregulér (auchhalbregular), falls seine Seitenflachen regula-
re Vielecke (Polygone) sind und es zu je zwei Ecki@e Drehung des Korpers gibt, die die beiden Edkei-
nander und ihn als Ganzes in sich Uberfuhrt.

Man verzichtet also darauf, dass alle beteiligegutarem-Ecke zueinander kongruent sind. Wie im Folgenden
gezeigt werden wird, sind i. Allg. verschiedeneulégen-Ecke beteiligt. Es wird hier darauf hingewieseassl

es auch andere Semiregularitaten gibt; sie werd& dadurch definiert, dass man auf die Reguladéi be-
grenzenden Seitenflachen verzichtet, was etwariikKdstallographie bedeutsam ist (siehe z. BSARKE [1]).

Aus der Definition 4.1.1 folgt anschaulich:

Satz 4.1.3:In einem von reguldren Vielecken begrenzten Polysiwl alle Raumecken kongruent und umge-
kehrt.

Satz 4.1.4Die reguléaren Polyeder sind auch halbregulér.

Satz 4.1.5:Alle Kanten eines semireguléaren Polyeders sinatiliEing.

Neben den reguléren Polyedern gibt es noch wdilegulare (siehe WTH [1]):

4.2 Regulare Prismen und Antiprismen

Definition 4.2.1: Ein gerades Prisma, bei dem alle Kanten gleich langn@@tache und Deckflache kongruente
regulare Polygone sind, heiféigulares Prisma

Satz 4.2.2:Das regulare Prisma wird von zwei kongruemefcken unch Quadraten begrenzt. Zu jedenrick
gibt es ein reguléres Prisma. Jedes reguléare Phatmaine Umkugel.

Aufgabe 4.2.1:Beweise Satz 4.2.2.

Man beachte: Nicht alle regularen Prismen habes leikugel.

Definition 4.2.3 (JOHANNES KEPLER 1571 — 163Q) An einem Koérper liegen zwei regulaneEcke mit ihren
Mittelpunkten Ubereinander und sind éﬁ%i gegeneinander verdreht. Darliber hinaus kénnerKaligen der

n-Ecke durch zwei Reihen gleichseitiger Dreieckehsi die Abbildungen der nachsten Seiten) miteimande
verbunden werden. Dann heif3t der so entstandergeK®Antiprisma..
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Verbindet man die Mittelpunkt®; und M, der in parallelen Ebenen liegendeitcke, so ist die MittéM von
MM, der Mittelpunkt einer Kugel, die offenbar durckedtcken des Kérpers geht:

Satz 4.2.4:Die regularen Prismen und Antiprismen sind semiié&guPolyeder. Sie haben eine Umkugel, auf
der alle Ecken liegen.

Man beachte: Die Antiprismen haben abgesehen vofaatisten Fall keine Inkugel.

Aufgabe 4.2.2 (Trigonometrie!): Wie kann man das Volumen eines reguléaren Prismas Aatipris-
mas mit 2 Ecken berechnen?

Aufgabe 4.2.3:Begrinde mit einem geeigneten Beispiel, weshaltllg. ein regulares Prisma oder
Antiprisma keine Inkugeln haben. Begriinde die Exigteiner Inkugel beim Antiprisma, das als Grund-
flache ein Dreieck hat. Begriinde, dass dieses Astifa noch einen anderen Namen hat.

4.3 DieARCHIMEDiIschen Kdrper

Es gibt aber noch 13 weitere semireguléare Polyatierweder regulér noch regulare Prismen oder Aistipen
sind. Man nennt diese Kérper zu Ehren vORCAIMEDES von SyrakusARCHIMEDischeKérper, obwohl nach
WIRTH [1] erst DHANNESKEPLER ihre vollstandige Liste gefunden haben soll.

4.3.1 Die Eckenmethode

Man findet dieaARCHIMEDiIschen Kérpemit Hilfe der kombinatorischen Untersuchung alleddgdchkeiten von
Raumecken, jetzt aus verschiedenen Polygonen g¢bildbei die Summe der Winkel an einer Raumece ki
ner als 360 sein muss. Es ergeben sich aber mehr Kombinatiateean Polyedern realisiert werden kénnen.
Auf dem Niveau dieser Abhandlung kann leider nighhauer darauf eingegangen werden. Im Folgenden wer
den die existenten 18RCcHIMEDiIschenKoérper hinsichtlich der Eckenkombination und ihfearm dargestellt.
Hierbei bedeuten:

r Anzahl der regularen-Ecke, die an jeder Raumecke beteiligt sind,
e Anzahl der Ecken des Polyeders,

k Anzahl der Kanten des Polyeders,

f Anzahl der Seitenflachen des Polyeders.

5 Archimedes, antiker griechischer Mathematiker, igysund Ingenieur, geboren um 282 v. Chr. verrahtin Syrakus auf Sizilien,
gestorben 212 in Syrakus.

¢ Johannes Kepler, deutscher Naturphilosoph, MattikenaAstrologe, Astronom, Optiker, ev. Theologeboren am 27. 12. 1571 in Weil
der Stadt, gestorben am 15. 11. 1630 in Regensburg.
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Die folgende Tabelle wird zunéchst ohne HerleitatsgUbersicht gegeben:

R beteiligten-Ecke an| e k f Nummer| Name des Korpers
jeder Raumecke der Abb.
3 3,6,6 12 18 8 1 Abgestumpftes Tetraeder
3 3,8,8 24 36 14 2 Abgestumpfter Wiirfel
3 3,10,10 60 20 32 3 Abgestumpftes Dodekaeder
3 4,6,6 24 36 14 4 Abgestumpftes Oktaeder
3 5,6,6 60 90 32 5 Abgestumpftes Ikosaeder
3 46,8 48 72 26 6 Groles Rhombenkuboktaeder
3 4,6,10 120| 180| 62 7 Grof3es Rhombenikosidodekaeder
4 34,34 12 24 14 8 Kuboktaeder
4 3,4,4,4 24 48 26 9 (Kleines) Rhombenkuboktaeder
4 3,5,3,5 30 60 32 10 Ikosidodekaeder
4 3,454 60 120| 62 11 (Kleines) Rhombenikosidoddka
5 33,334 24 60 38 12 Cubus simus
5 3,3,3,35 60 150| 92 13 Dodekaeder simum

Unter einerAbwicklung versteht man:

Liegt ein z. B. ebenflachig begrenzter Kérper ainke seiner Flachen, so kann man versuchen diethiee-
nachbarten Flachenstiicke in die Ebene der erstamé&lum die sie verbindende Kante zu biegen. Hiermil
man wohl vorher die Oberflache des Korpers langatéta aufschneiden missen. Dies geht allerdings beim
selben Korper auf verschiedene Weise.

Gelingt dieser Vorgang, so bezeichnet man in déw®¢ aber auch in der Kombinatorik und ihr verwand
Theorien, die Abwicklung albletz. Im Zusammenhang mit den verschiedenen Mdglicbkdieim Aufschnei-
den der Oberflache gehdren zu einem Korper verdehie Netze.

Aufgabe 4.3.1.1: Weshalb kann das
nebenstehende Netz durch keine Ab-
wicklung eines Wiirfels entstanden sein?

Auch wenn nicht jedes Netz eine Abwicklung ist, kaman aber anhand der obigen Tabelle ein selkbe-

struieren, wenn man daran denkt, dass durch Bidgerinzelnem-Ecke um Kanten wieder ein Kdrper entste-
hen soll.

Aufgabe 4.3.1.2:Ein semireguléares Polyeder hat 12 Ecken, an dgvegils ein regulares Dreieck und
zwei regulare Sechsecke zusammenstoRen. Zeichil@ides Kdrpers und sein Netz.

Mit spezieller Software ist es heute kein Problem Bildschirm die Ansicht eines Korpers zu konstreie
sogar so, dass man den Korper im Rechner dreh&m,vah allen seinen Seiten betrachten kann, obdasl
einzelne Bild immer noch auf dem Bildschirm plah lehr Verstdndnis wird in aller Regel das ,Selber

Zeichnen" der Korper z. B. durch Parallelprojektlmmngen; die entstehenden Bilder nennt man damn&goil-
der.

Allerdings benétigt man zum Fertigen der Schragilgpweils die ,innere Geometrie* des Korpers, \as
dann in den folgenden Kapiteln genauer untersudaiat w

Es folgen Schragbilder der 2&CcHIMEDischen Kdrper:

Mathematikinformation Nr. 59



17

D O &

1. abgestumpftes Tetraeder 2. abgestumpfter Wurfel 3. abgestumpftes Dodekaeder 4. abgestumpftes Gktaed
5. abgestumpftes Ikosaeder 6. Gro3es 7. GroR3es

Pseudorhombenkuboktaeder Pseudorhombenikosidoktaeder

<

8. Kuboktaeder 9. Kleines 10. Ikosidodekaeder 11. Kleines

Pseudorhombenkuboktaeder Pseudorhombenikosidodekaeder

12. Cubus simus 13. Dodekaeder simum

Aufgabe 4.3.1.3Weshalb gibt es keinexRCHIMEDiIschen Korper mit dem Eckenschema 4,5,5?

Hinweis fur den Lehrer: Ohne Beweis wird angegeben: DiRCHIMEDiIschen Kdrper mit den Nummern 12 und
13 sindchirale Korper, d. h. sie kommen jeweils in zwei verscbieeh Orientierungen vor, gehen also nur
durch eine Spiegelung an einer Ebene in sich (#ehd auch MYER KARLHORST[2]).

In allen anderen Féllen lassen sich drcHIMEDIschen Kdérpersehr anschaulich durch das Verfahren des
»Eckenabschneidens” verstehen, wie im nachsten Wbgaezeigt werden wird. Nach ®fH [1] erhalt man so
nicht dieARCHIMEDischen Kérpemit den Nummern 12 und 13.

4.3.2 Abschneiden von Ecken

4.3.2.1 Vom Wirfel zum Oktaeder:
Will man eine EckeA eines regularen Polyeders abschneiden um einefl@iter aus regularen-Ecken zu
bekommen, muss man senkrecht&M schneiden, wobéil der Mittelpunkt des reguldaren Ausgangspolyeders
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ist. D. h.: Man muss eine Schnittlinia senkrecht

zu AM in einer der beteiligten Seitenflachen fest-
legen und bekommt dann die weiteren Schnittli- H |
nien. Abgeschnitten wird bei diesem Verfahren A/ |
zunachst eine Pyramide, deren Grundflache ein a |
regulareg-Eck ist, wenrr der Grad dieser Ecke ist |
(siehe 3.1). Die Hohe der regularen Pyramide wird //
dann|AH| sein, wobeiH der Schnittpunkt zwi- =
schenAM und der Schnittebene ist (siehe die Ab-

bildung).

Da aber alle Kérperkanten gleich lang sein solfeass die Schnittlinia so gewahlt werden, dass dies an allen
Ecken des SeitenEcks mdglich ist. Uberraschend fiihrt dies zu mefré.6sungen, wie das Foto unten zeigt.

Da im Folgenden von regulédren Polyedern ausgegangdndie alle eine Umkugel besitzen, gilt:
Satz 4.3.2.1.1Alle ARCHIMEDischen Kdrper haben eine Umkugel, deren MittelpumikitM bezeichnet wird.

Der Beweis wird dadurch erbracht, dass letztlith akcHIMEDiIschen Kdrper bis auf die Kérper mit den Num-
mern 12 und 13 aus reguldren Polyedern durch Alesdan von Pyramiden konstruiert werden. Die beiden
letzten Falle werden in der vorliegenden Arbeihhicehandelt. Fir die Berechnung der RadRdimdet man in
4.3.2.2 eine Ubersicht.

Man beginnt das Eckenabschneiden (siehe das Fd®)mit einem aul3en schwarzen und innen wei3erfalvir
Jedes berandende Quadrat ist analog an seineRaken mit demselbemEck zu beschneiden und es soll sich
also aus dem Quadrat ein regulameisck ergeben. Zunéchst gibt es die Losarrg8 und dann die Lésung=

4. Schneidet man aber noch mehr ab, so treffenasittiRestkérper die Schnittebenen benachbarter t&tmni
chen und es entstehen 6-eckige Schnittflachemudién einem Fall regulér sind.

Von den urspriinglichen Seiten des Wirfels sindkfeine Quadrate Gbrig geblieben. Schneidet man noeir
so ab, dass auch diese Quadrate ,verschwindetleglut ein Oktaeder Gbrig.

Wiirfel abgestumpfigiirfel Kuboktaeder  abgestumpftese@ller  Oktaeder
Man kann aber auch mit einem Oktaeder beginnendunch ,Eckenabschneiden” ein abgestumpftes Oktaeder
ein Kuboktaeder, einen abgestumpften Wiirfel undiefglich einen Wiirfel erhalten (hier nicht ausgefjih

Man erkennt: Dieses Verfahren beginnt mit einem féliund kommt tiber dieRCHIMEDischen Korper mit den
Nummern 2, 8 und 4 in dieser Reihenfolge zum Oldanedd umgekehrt.

Will man diese Kdrper passend zu einem Wirfel dant&nlangeé konstruieren, kann man wie folgt vorgehen
(die jeweiligen Zeichnungen sind Ansichten des Empé&rs von ,oben*):
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1. Schneidet man von dem Wirfel 8 kleine
kongruente dreiseitige Pyramiden ab, so #|
entsteht z. B. auf der Deckflache ein 8-
Eck, das mit der 8-Eckkantenldngere-

gular sein soll. Mit dem Lehrsatz deg-P

. \4
THAGORAS folgt k = sg(1 +v2) , weil
AAUV rechtwinklig gleichschenklig ist. ‘ﬁ"ig U

Also ist sg = 1+k—ﬁ die Seitenlange eines A

/

TS T
k

abgestumpften Wirfels (Nr. 2)

2. Schneidet man mehr an der E¢ab, bis
sich die Schnittebenen AiundB auf der
~obersten* Wiirfelseite schneiden, so ent-
steht in der ,obersten* Wirfelebene
abermals ein regulares 4-Eck, nach- P
THAGORAS mit der Kantenlange

k k
5‘4 = ;\/7 = \/_E
einesKuboktaeders (Nr.8).

3. Schneidet man noch mehr an der Ecke
weg, so entstehen 6-Ecke als Schnittfla-
chen. Je zwei benachbarte 6-Ecke haben
eine Kante gemeinsam. 4 solche 6-Ecke
haben Kanten in der ,obersten“ Ebene des
Ausgangswiirfels. Die hierzu parallelen
Kanten der 6-Ecke liegen in einer ,hori-
zontalen“ Ebene durch den Mittelpuri¥t
des Wirfels und des neuen Kérpers. Diese
Ebene schneidet den Ausgangswiirfel in
einem nicht reguléren 8-Eck, wenn die 6-Ecke ragsiiéd. Nach PTHAGORAS findet man, dass die
Kanten dieses 8-Ecks abwechselnd die Larsgamds,+/2 haben, weil die zwischen den 6-Ecken ge-
legenen Quadrate die Diagonalenlangé2 haben. Aus der VermaRung der 3. Zeichnung ersieint

den Zusammenharig= 2- %—i— seV2 = 2542, d. h.: Die Kante des oben aufliegenden Quadsats i

hier genau von der halben Lange des 2. Falls. s$ednh so eimbgestumpftes Oktaeder (Nr. 4)

4. SchlieBlich kann man so viel von den Ecken des anggwirfels abschneiden, dass von der Deckfla-
che nur ein einziger Punkt Ubrig bleibt. Die 8 SttHachen bilden dann aus Symmetriegriinden ein re-
gularesOktaeder, dessen Kantenlangeim gezeichneten Grundriss in wahrer Gro3e zu setamd

k .
nach RTHAGORASzU s = % berechnet wird.

Die Oberflachen der drei zwischen Wirfel und Oktaeder konstruredemiregularen Polyeder kann leicht mit
Hilfe von Kapitel 2 aus der Anzahl der beteiligteEcke berechnet werden. Anders ist dies mit deuaoia:

Alle Volumina erhalt man z. B. aus dem Wiirfelvolumen, wenn mdacB das Volumen der abgeschnittenen
Pyramiden abzieht. Die Grundflache der Pyranstigeiveils ein regulares Vieleck der Kantenlangdie Kan-
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tenlange des neuen Gesamtkérpers ist. Das Volu-
men lasst sich also berechnen. wenn man die jewei-
lige Pyramidenhdhe kennt, wobei bei obigem Weg
die Langet der Ubrigen Pyramidenkanten bekannt
ist (siehe die nebenstehende Zeichnung).

Einen zweiten Weg zur Volumenberechnung findet
man mit Satz 4.3.2.2.1.

Aufgabe 4.3.2.1.1:Bastle ein Polyeder,
das auf dem Foto zwischen Wirfel und
Oktaeder zu finden ist.

Aufgabe 4.3.2.1.2Berechne die Oberfliche des abgestumpften Hexaéderg), des abgestumpften
Oktaeders (Nr. 4) und des Kuboktaeders (Nr. 8)ejsvals Funktion der Kantenlange des Korpers.

Aufgabe 4.3.2.1.3:Berechne das Volumen des abgestumpften OktaederstNils Funktion seiner
Kantenlange.

Aufgabe 4.3.2.1.42a) Berechne das Volumen des Kubokaeders (Nr. &juadktion seiner Kantenléange.

b) Zeichne jeweils Grund- und Aufriss des abgesftenpHexaeders (Nr. 2), des abgestumpften Okta-
eders (Nr. 4) und des Kuboktaeders (Nr. 8).

¢) Zeichne jeweils ein Schragbild des abgestumpfteraeders (Nr. 2), des abgestumpften Oktaeders
(Nr. 4) und des Kuboktaeders (Nr. 8).

d) Wie viele Paare paralleler Berandungsflachendzet abgestumpfte Hexaeder (Nr. 2), das abge-
stumpfte Oktaeder (Nr. 4) und das Kuboktaeder @)\&.

e) Wie viel Prozent der Gesamtoberflache des abggsten Oktaeders gehdrt noch zum Ausgangs-
wirfel (schwarze Flachen im Foto!)?

f) (Trigonometrie!): Welche Winkel schlieen je zwei sich schneidendst&abzw. zwei sich schnei-
dende Flachen des abgestumpften Oktaeders (Nin?) e

g) Erklare an einem Beispiel, wie sich die Anzatden Ecken, Kanten und Flachen @ndern, wenn man
nur eine Raumecke abschneidet.

4.3.2.2 Vom Kuboktaeder (Nr. 8) zum Grofen Rhombenkoktaeder (Nr. 7):

Man beginnt mit dem Kuboktaeder (Nr. 8) und scheegkine 12 Raumecken so ab, dass die neuen Eagken a
den Mitten seiner 24 Kanten zu liegen kommen. Hiewarden zunachst aus jeder Ecke 4 neue Eckeabba
jede neue Ecke auf einer Kantenmitte sitzt, wial ddppelt gezahlt. Man erhalt also insgesamt nuE@<en
beim neuen Polyeder. Durch das Eckenabschneidatewggweils 4 Kanten in 4 neue Kanten tUbergeflaber

da jede alte Kante bei 2 Ecken, die abgeschnitenden, vorkommt, wird die Anzahl der Kanten verdelpp
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Wenn man beweisen kann, dass alle entstehenden
Randflachen regulér sind, muss das neue Polyeder
ein (Kleines) Rhombenkuboktaeder (Nr. 9)sein.

Die Berandungsflachen des neuen Kérpers sind
Dreiecke und Vierecke. Die Dreiecke sind gebildet
durch die Mitten der Seiten eines gleichseitigen
Dreiecks, sind also abermals regular. Die Vierecke
sind entweder ein Viereck von den Mitten eines
Quadrats, also abermals ein Quadrat, oder ein
Viereck, das ,unter* der abgeschnittenen
Raumecke bei z. BA liegt (siehe die obere Zeich-
nung). Die abgeschnittene vierseitige Pyramide hat
zwei symmetrisch gegenlberliegende gleichseitige
Dreiecke und zwei ebenso gegeniiberliegende Sei-

tenflachen, die gleichschenklige*@reiecke sind. *

Aus diesem Grund hat sie eine Grundflache Qe
(Schnittebene), die ein Rechteck ist (dastaf . v Re e
senkrecht steh ist der Mittelpunkt der Umkugel Wi T = 'I—

des Ausgangskorpers). Das Rechteck ist kein | 4

Quadrat. Es entsteht also ein Korper aus 6 Quadra- |a M |b |

ten (in der letzten Abbildung m@e abgekurzt; ist Re Qe | |Q Re
Qe sehr nahe an einer Linie geschrieben, so ist das J____'_
Quadrat projizierend), 12 Rechtecken (abgekiirzt N Re ,

mit Re und 8 gleichseitigen Dreiecken (abge- — ¢ Ausgangswiirfel
kirzt mit De). Zwischen zwei Quadraten liegt stets

ein Rechteck. MUmkugel des Zwischenkorpers

Da an allen Ecken des Ausgangskdrpers kongruemterfgen abgeschnitten worden sind, hat der soagntst
ne Kérper eine Umkugel ud, weil der Ausgangskorper eine solche hatte. B&idgeln haben verschiedene
Radien.

Da das Kuboktaeder aus einem Wiirfel entstand usbatle Seiten auf diesem Wirfel hat, liegen die Qatad
des oben entstandenen Polyeders immer noch adrdi&Virfel. Deshalb kann man in der letzten Abitgiu
den entstandenen Koérper gestrichelt so darstetleB. (Grundriss), dass der Wrfel als Quadrat hesest. Der
dazugehdrige Aufriss und die dazugehorigen Sedisarsind aus Symmetriegrinden mit dem Grundrisgrken
ent. Um das angestrebte Rhombenkuboktaeder zuerhabcht man eine sehr eigenartige Abbildung des e
reichten Zwischenkdrpers, die manche als AufblaserM aus bezeichnen; d. i. falsch, da in der Geomeigie d
Begriffe ,Aufblasen und ,Schrumpfen-lassen* zeatfie Streckungen sind, hier aber eine andere Abigld
bendtigt wird, die voribergehend ,besondere Abliiffiugenannt wird:

Man ,rutscht” das ,hintere” und das ,vordere” pmgrende Quadrat langsund das ,linke" und ,rechte” proji-
zierende Quadrat langpsparallel so lange bissMVX zu ~MV'X' = 45° wird. Gleichzeitig werden das ,obere”
und das ,untere” Quadrat um den gleichen Betrady maf3en verschoben. In Wirklichkeit hat man 6 Qatdr
so verschoben, dagsvischenzwei verschobenen projizierenden Quadraten, auriier V'W* (siehe die letzte
Abbildung), das Bild eines Rechtecks liegt, dagtjein Quadrat geworden ist. Jedenfalls hat derk&mmbr
immer noch eine Umkugel, da alle Quadrate um dbaseBetrag nach auen verschoben worden sind end di
Quadrate alle Punkte des Endkérpers festlegen.

Zu beweisen ist noch:
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1. O. B. d. A. ist aus dem gleichseitigen
Dreieck UVW ein DreieckU’V'W' gewor-
den, das immer noch gleichseitig ist:
Da das waagrechte Quadrat mit der Ecke
U und die projizierenden Rechteckebenen
mit den EckenV bzw. W um denselben 0
Betrag in aufeinander paarweise senkrech- A
ten Richtungen verschoben werden, sind
die entsprechenden Kanten der beiden
Dreiecke UVW und U'V'W'* parallel und
abermaldJ’'V'W* gleichseitig, weilJV undUW jeweils zur Grundebene um%geneigt sind.
Dadurch hat das RechteckbildV'X'... z. B. die Streck¢U’V’| = s und ist ein Quadrat.
Z. B. hat das projizierende Rechte¢W jetzt die ,Breite”s und damit ist das projizierende Rechteck
V'W* ein Quadrat.

4. Die Bilder der ibrigen Rechtecke am Ausgangskésiper aus Symmetriegriinden ebenfalls Quadrate.

D. h.: Der Endkorper ist eirk{eines) Rhombenkuboktaeder (Nr. 9)

Die Ecken der projizierenden Quadrate in der untédgbildung der letzten Seite bilden zwei regulachtecke

in parallelen Ebenen. Deshalb liegen 16 Ecken desriRenkuboktaeders auf 2 Kreisen in zueinandetlpkzma
Ebenen. Darliber hinaus gibt es zwei weitere Padoher Kreise in jeweils parallelen Ebenen, diedieser
Abbildung alle projizierend sind, z. B. lang¥* und WW:'. Alle Ecken des Korpers liegen auf diesen 6 kongru
enten Kreisen mit Radius die alle auf einer Kugel utd mit RadiusR = |[MV’| liegen. Die Lang¢MB| (siehe
die obere Zeichnung der letzten Seite) kann marzweiten Zeichnung der letzten Seite [#8’| entnehmen.
Fallss die Kantenlange des Rhombenkuboktaeders ist,ibdimkugel den Radius:

R= 7] = Jr2 + [V = 2+ () =25+ 2v2

Letzteres muss noch gezeigt werden:

An der nebenstehenden Zeichnung erkennt man: A

2 2 2 2 $ .
R Sa _ o2 S _Sa(y ./ R0
s$=(%-32) +3=st-%=20-v2) s WM

Dar = \5/—‘% gilt, folgt s = s, = rv2 — V2. Also gilt:
2 s2 s%(2+V2) _ s%(a+2v2)

T 2vz 2 - 4
Diese besondere Abbildung ist hinsichtlich der
Berechnung des Volumens unhandlich.

r

Satz 4.3.2.2.1DasVolumen aller Polyeder mit Umkugel mit RadiusR und MittelpunktM lasst sich dahinge-
hend berechnen, dass zu jeder Randflache einehgdiige Pyramide mit der Spitadd und der Hohé =

+ R? — 1,2 gehort, wobet;, der Umkreisradius der Randflache ( reguldrésk) ist.

Die hier betrachteten halbregularen Polyeder dertétdanges haben alle eine Umkugel mit Mittelpunit und
RadiusR, wobei stets und in vielen FallefiR gemessen und damit das Volumen berechnet werden Kannt
man den Polyedertyp urgl lasst sich stetR berechnen und so der Mittelpuridtbestimmen. Haufig lasst sich
R genauer als messen. Dann wirslausR berechnet.

Definition 4.3.2.2.2: Zwei Ecken eines Polyeders mit Umkugel tnheil3en zueinandetiametral gelegen,
wenn ihre Verbindungslinie durdft halbiert wird.
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Hinweise zur Bestimmung des Umkugelmittelpunkte$/:

Kapitel Polyeder Hinweis zur Mittelpunktsberechnung
4.2 regulare Prismen und M ist die Mitte zwischen den Mittelpunkten des Decikd Boden-
Antiprismen polygons.
4.3.2.7 1. abgest. Tetraeder Je zwei Ecken aufsehidfen Kanten des Ausgangstetraeders liegen
diametral. Die Mitte zwischen diesen EckenMst
43.2.1 2. abgest. Wiirfel Es gibt diametrale Eck#a.Mitte dieser Strecke .
4.3.2.3 3. abgest. Dodekaeder Es gibt diametrdterE®ie Mitte dieser Strecke ist. Hilfreich bei
der Bestimmung voR ist der ,Umwirfel (siehe Kapitel 3.2.1).
43.2.1 4. abgest. Oktaeder Es gibt diametrale iedBe Mitte dieser Strecke M.
4.3.2.3 5. abgest. Ikosaeder Es gibt diametraleiidRie Mitte dieser Strecke ist. Hilfreich bei
der Bestimmung voR ist der ,Umwirfel” (siehe Kapitel 3.2.1).
4.3.2.4 6. Grol3es Es gibt diametrale Ecken. Die Mitte dieser StreigtéM. Die 8-Ecke
Rhombenkuboktaeder liegen in gegentberliegenden Seitenflichen einesfalgii dessen
Mittelpunkt M ist.
4.3.2.5 7. Gro3es Rhombent Es gibt diametrale Ecken. Die Mitte dieser Streisk®/. Hilfreich bei
ikosidodekaeder der Bestimmung voR ist der ,Umwurfel* des Ikosaeders (siehe Kapi-
tel 3.2.1).
43.2.1 8. Kuboktaeder Es gibt diametrale Ecker. Ditte dieser Strecke M.
4.3.2.2 9. Kleines Es gibt diametrale Ecken. Die Mitte dieser Streisk&.
Rhombenkuboktaedef s ist Basis in einem gleichschenkligen Dreieck, @asler Spitze einen
45-Winkel und dessen Schenkel die Lafjeaben.
4.3.2.3 10. Ikosidodekaeder Es gibt diametrale Eckée Mitte dieser Strecke i. Hilfreich bei
der Bestimmung voR ist der ,Umwurfel* des Ikosaeders (siehe Kapi-
tel 3.2.1).
4.3.2.5 11. Kleines Es gibt diametrale Ecken. Die Mitte dieser Streisk®. Hilfreich bei
Rhombenikosidodeka der Bestimmung voR ist der ,Umwirfel* des Ikosaeders (siehe Kapi-
eder tel 3.2.1).
12. Cubus simus In der vorliegenden Arbeit niaftersucht, siehe RYERKH. [2].
13. Dodekaedron In der vorliegenden Arbeit nicht untersucht.
simum

Aufgabe 4.3.2.2.1 (Trigonometrie!):Berechne Oberflache und Volumen des (Kleinen) Riemkbb-

oktaeders der Kantenlange

Aufgabe 4.3.2.2.2Bastle ein (Kleines) Rhombenkuboktaeder.

Man kann aber die Ecken des Kuboktaeders (Nr. 8) @0 abschneiden, dass die abgeschnittenen Pyamid
als Grundflache Rechtecke (abermals keine Quadlfaablen, von den Quadraten des Kuboktaeders reggiar
Ecke der Kantenldangg und von den Dreiecken 6-Ecke Ubrig bleiben. Dant¢nlangers des Kuboktaeders

wird dann jeweils aufgeteilt gemal3= %-ﬁ-sg +%. Die Rechtecke und die 6-Ecke sind nicht mehr léggu

allerdings sind jeweils gegenuberliegende Seiteitlgllang und parallel.
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Das neue Polyeder hat viermal so viele Ecken wgeKlzboktaeder, also 48 Ecken; mit jeder abgesematt
Ecke kommen 4 weitere Kanten hinzu, sodass sides@snt 24 + £12 = 72 Kanten ergeben. Die Anzahl der
Randflachen ergibt sich so als 12 + 14 = 26. Dévella Uber dieARCHIMEDischen K&rper entnimmt man die
Vermutung, dass der Korper Verwandtschaft zum QGrdRgombenkuboktaeder zeigt; deshalb wird er hier vo
ribergehendroRes Pseudorhombenkuboktaed®lr.6) genannt. Das weitere Vorgehen entspricht Obigem:

Aufgabe 4.3.2.2.3 (sehr schwer)Beweise wie oben, dass es eine Abbildung gibt, dies
Pseudorhombenkuboktaeder in ein GroRes Rhombentaduss tberfihrt.

Aufgabe 4.3.2.2.4. Berechne die Oberfliche und den Umkugelradius ein@sof3en
Rhombenkuboktaeders der Kantenlaage

4.3.2.3 Vom lkosaeder zum Dodekaeder

Auch der umgekehrte Weg ist moglich, wird aber hieht durchgefuhrt.

Das folgende Foto zeigt, wie man durch mehrfacheschAneiden von Ecken aus dem Ikosaeder Uibealuiges

stumpfte Ikosaeder (Nr. 5), Ikosidodekaeder (Nr. 1pundabgestumpfte Dodekaeder (Nr. 3xum Dodekae-
der kommt. Die erforderlichen Begriindungen werd@iw4.3.2.1 gefunden und mussen hier deshalmocin

angedeutet werden:

1. Die Schnittebene ist abermals senkrecht zu @ebidung Raumecke — Umkugelmittelpunkt. Das Ziedl s
regulare 5-Ecke (anstatt der bisherigen Raumecked)regulare 6-Ecke als Rest der Ausgangsdreidaice.
abgeschnittene Pyramide hat Seitenflachen, did&egDreiecke sind. Deshalb wird so abgeschnitess die

Kantenlanges des Ikosaeders gedrittelt wird zy = g = ss. Es entsteht daabgestumpfte Ikosaeder (Nr. 5)

Ikosaeder aligmpftes Ikosaeder Ikosidodekaederabgestumpftes Dodekaeder Dodekaeder

2. Um das zweite Zwischenziel zu erreichen, schateidan vom lkosaeder so viel ab, dass die Schmigitli
durch die Mitten der alten Kanten gehen. Deshdtbsggi= s5 = % Es entsteht ddkosidodekaeder(Nr. 10).

3. Man kann vom gegebenen lkosaeder der Kan-
tenlanges an jeder Ecke (z. Bz oderF; siehe die

nachste Abbildung) so viel abschneiden, dass sich ‘
die Schnittebenen jeweils zweier benachbarter ‘V’
Ecken Uberlappen, sich also ebenfalls schneiden N \
und so auf dem Restkorper 10-Ecke und 3-Ecke N

entstehen. Diese Schnittkanten zwischen zwei

solchen Schnittebenen stehen dann jeweils senk-

recht windschief auf der Ikosaederkante; sie gehen

unterhalb der Kants hindurch. Kleine Dreiecke 4

bleiben von der Oberflache des lkosaeders (brig.

Ansonsten entstehen 10-Ecke, die ,in etwa“ wie in

der nebenstehend gezeichneten Abbildung liegen.
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Es gilt alsos,;, = s;. Im Folgenden wird untersucht, welche Abhangigkeitons hat, damit die 10-Ecke
regulér sind. Man beachte, die Seiten der Dkeiedes Ikosidodekaeders sind zu entsprecherelemSler
Dreiecke des lkosaeders parallel. Man beginnt mit

einem regularen 10-Eck. Zu ihm gibt es genau ein !
regulares 5-Eck mit demselben Inkreisradaus

(siehe die Abbildung). r

Aus Aufgabe 2.3.3 entnehmen wir die Zusammen- .

hange:

ss =2pV5—2V5 (1)

S10 = 2pyoV/25 — 10V ) P

Aus (2) und Obigem folgt: D¥ ¥ A
520 cL s [8

Setzt man dies in (1) ein,

Ps = Pro = 2y/25-10y5

so erhéalt man: S
_ 5519vV5-2V5 _ 5 (5-2v5)(25+10v5)

S5 = J25-10v5 S10 (25-10V5)(25+10v5)

125-50v/5+50v5-100
B 5510\/ 625-500 = 5105 (3)
Man beachtetAB| = |CD| = 55—2510 @)

Die nachste Abbildung ist eine Abwicklung der zundkosaederecken E, F u@igehérigen Zehnecke (man
beachte die Schraffuren) in die EbdfeG. Hierzu wird jeweils langs der Zehneckkante autbegiten, die
zwei benachbarte Zehneckebenen gemeinsam h@lznzuG gehoérige Zehneck ist nicht gezeichnet. Die
Zehnecke entstehen aus Finfecken (vgl. oben).
Jede Funfeckseite schneidet ein DreidekG des
Ikosaeders z. B. in einem SchmitD, der parallel

zu EG ist. Man beachte: Die Dreieck&BC und
EFG haben denselben SchwerpursktDie Lage
von BC und EG bez.S entnimmt man der Abbil-
dung oben.

In nebenstehender Zeichnung sind alle Dreiecke
gleichseitig und die Einteilung voABCD kommt
auch bei den beiden anderen Schnitten des Drei-
ecksEGF vor. Man beachte die Parallelogramme.

Mit (4) gilt:
s =|XV| = 22[DB| +[CD| = 2 (5, + =20) + 20 = 25 4 25

2
Mit (3) folgt s = (2v5 +3) sqo.

Diese Gleichung wird nacfj, aufgeldst:s;, = % = % = 25—2(3\@ -1)

Interessant ware jetzt noch die Untersuchung, Wwestwischen Ikosaeder und Dodekaeder nicht nocleveei
halbreguléare Korper existieren, was aber auch deran Stelle dieser Abhandlung nicht untersuchdenrist.
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4. Schneidet man an jeder Ecke eines Ikosaedead,sdass jeder 5-Eck-Schnitt durch den Schwerpdakt
Seitenflachen geht, so erhédlt man ein Dodekaeder.

Aufgabe 4.3.2.3.1Bastle aus einzelnen Vielecken das lkosidodekag@tter10).

Aufgabe 4.3.2.3.2:Berechne die Kantenlédnge eines abgestumpften Dedeks (Nr. 3) als Funktion
der Kantenlédnge des Ausgangsikosaeders.

Aufgabe 4.3.2.3.3Berechne die Oberflache des Ikosidodekaeders alstibn der Kantenlangs Wie
kann man den Umkugelradius beim Ikosidodekaedeseme@Begriindung!)?

4.3.2.4 Vom Kuboktaeder (Nr. 8) zum Grofl3en Rhombdwboktaeder (Nr. 6)

Man muss vom Kuboktaeder mit der Kantenlaaggerade vierseitige Pyramiden an den Ecken so abitdn,
dass eine ihrer Bodenkantenlange die 8-Eck-Seitgnlad; und damit die Kantenlange des Grol3en
Rhombenkuboktaeders wird (siehe die nachsten Alnhgen):

Kuboktaeder Ges Pseudorhombenkuboktaeder

Man findetsg auss = sg + 2- % Dann aber sind die 4-Ecke noch nicht regulér. éitier Abbildung analog zu
4.3.2.2 erreicht man dann die Regularitat.

4.3.2.5 Vom lkosidodekaeder (Nr. 10) zu den Rhombémsidodekaedern (Nr. 7 bzw. Nr. 11)

1. Schneidet man an den Ecken des Ikosidodekasdaysolie Pyramiden ab, dass jeweils die Grundfldehe
Pyramiden ein Rechteck ist, das jeweils die Ikod@k@ederkanten halbiert, so entsteht daraus ejreée mit
Umkugel, dessen Begrenzungsflaichen analog Kleinen Rhombenikosidodekaeder (Nr. 11)sind. Hierbei
sind aber die 4-Ecke keine Quadrate. Man muss higcheine besondere Abbildung analog 4.3.2.2 betgin
bei der die regularen 3- und 5-Ecke kongruent ad grolRere Umkugel so verschoben werden, dassedin-
denden Vierecke Quadrate werden.

Aufgabe 4.3.2.5:Passt man in ein reguléares 5-Eck ein regularesckOsk ein, dass jeweils jede zweite
10-Eckseite auf einer 5-Eckseite mittig zu liegemint, so liegen auf jeder 5-Eckseite links und t&ch
der 10-Eckseite Strecken

Begriinde mit dem Wissen der Klasser@: *>= und Klasse 10r = —*°—.
Ps

2. Schneidet man an den Ecken des Ikosidodekakidéngre Pyramiden so ab, dass von den 5-Eckenémegu
10-Ecke Ubrig bleiben, so werden aus den 3-EckBuok®, die aber nicht reguléar sind. Die Schnittféeisind

zwar Rechtecke, aber keine Quadrate. Es gilt damns;, (1 +;—5) =Sy, (1 +$). Da der entstandene
5

Korper eine Umkugel hat, lasst sich abermals em@aye Kugel finden, auf der die 10-Ecke kongrisenpla-
ziert werden konnen, dass die 4- und 6-Ecke reguigrden. Der Endkorper ist eirGroRRes
Rhombenikosidodekaeder (Nr. 7)
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4.3.2.6 In dem Wahlunterricht am Herder-Gymnasium wurdarzauch der Auftrag der Herleitung des Cubus
simus (Nr. 12) und des Dodekaedron simum (Nr. Eg)eben, aber nach I¥fH [1] lasst sich dieser Weg hier
nicht beschreiten. O’'BFFeER [1] spricht auf Seite 142 zwar von AgcHIMEDischen Polyedern, die es aber nach
WIRTH nicht gibt. Auch ansonsten ist die Darstellungs&aion O’'DA\FEROft SO unzureichend, dass eine hier-
von unabh&ngige Uberlegung rascher gefunden wérdialZurechtbiegen des Textes.

4.3.2.7 Das abgestumpfte Tetraeder (Nr. 1)

Schneidet man an allen Ecken eines regularen

Tetraeders der Kantenlangeregulare Tetraeder ‘
der Kantenlangs, ab, so bleibt als Restkdrper das —
sogenannte abgestumpfte Tetraeder Ubrig; hierbei

N

Aufgabe 4.3.2.7:Bastle das abgestumpfte

Tetraeder und berechne die Oberflache
und das Volumen als Funktion seiner Kan-
"

tenlange.

4.3.2.8 Ubersicht Giber den Zusammenhang der Erzeugg von 11 der 13 RCHIMED ischen Korper

Der Lehrer findet in der folgenden Tabelle, wie diazelnen hier erzeugten Kérper untereinandermosn-
hangen.

Die Pfeile geben die Richtung des AbschneidensBaken an. Die Doppelpfeile wurden in Obigem nueiimer
Richtung verfolgt. Die Nummerierung der Kérperastalog zu der Ubersicht auf Seite 17.

Tetra- - 1. abgestumpf-
eder tes Tetraeder
Wiirfel o 2.abgestumpf- . 8. Kuboktaeder o 4. abgestumpftes o  Oktaeder
ter Wiirfel Oktaeder
. _

6. Grol3es ~  9.Kleines

Rhombenkuboktaeder Rhombenkuboktaeder
Ikosa- ~ 5. abgestumpft. . 10. Ikosidodekaeder . 3. abgestumpftes o Dode-
eder Ikosaeder Dodekaeder kaeder

1
7. Gro3es Rhomben- . 11. Kleines Rhom-
ikosidodekaeder benikosidodekaeder

5. Bemerkungen zur Didaktik

Man sollte davon ausgehen, dass jeder, der sicdenieinschlagigen Didaktik auseinandersetzt, digestell-
ten Inhalte des Vorausgehenden zumindest im Ulokridennt. Es wird auch davon ausgegangen, dass dem
Leser verstandlich ist, wenn die Autoren den Stanépvertreten, dass dies in seiner Gesamtheit Ziabatz-
stoff einer Klasse 9 sein kann. Bestenfalls halierSdhiler am Ende einer Klasse 9 die erfordentidkennt-
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nisse in Algebra und einschlagige Vorerfahrungerlimgang mit dem Satz dey FMAGORAS. Man wird also
eine Auswahl zu treffen haben, ganz gleich in weddform dieser Stoff einer Gruppe Jugendlicherruotaet
werden soll. Natirlich werden die Hochbegabten +aueh immer dies sein soll — u. U. auch ohne Lreleén
Dargestellteralles verstehen. Im Unterricht kann es aber nicht Z&hsnur fir diese sehr kleine Gruppe zu
lehren, auch nicht in einem Erganzungsunterrichtsidh unsere Gesellschaft fur ihre Zukunft nialt auf die
Forderung der Hochbegabten beschranken kann ufidAdeoch die normal Begabten mussen im Unterriclet di
Chance bekommen, wenigsteazisigesdes Gelehrten in sich aufzunehmen.

5.1 Basteln

.Begreifen” hat ja etwas mit ,Anfassen” zu tun udeshalb ist sicher ein erster Schritt, die besblkrien Kor-

per zu basteln, zudem heute in den Familien Basegezu kein Thema mehr ist. Man sollte auch nibletse-
hen, dass fast jede mathematische Theorie Ausganispim Gegenstandlichen hat. Leider lieben manche
Mathematiker, diese Anféange im Laufe der Zeit ztsehitten; sie heben damit sicher nicht das Begreif

Es ist schon bedauerlich, wenn die ehemalige Lehdar HERDER-Schule in Frankfurt/Main (siehe die Einlei-
tung Kapitel 1) in ihren Unterlagen sinngemaR fektdten hat:

,Der erste Durchgang war ja eigentliobr ein Bastelkurs.....Die Schilergruppe war sehr busammengewdir-
felt. Neben fir Mathematik hochmotivierten und hoehabten Schilern bis zu solchen, die das Wahipiich
Mathematik als kleineres Ubel neben den Wahlmogéiten Chemie, Physik oder einer dritten Fremddprac
gewahlt hatten, war alles dabei. Insbesondere kameds Schiler aus dem Intensivkurs, konnten alsa Zeil
noch nicht richtig Deutsch, so dass ihre Sprachkesse fur die alternativ angebotenen Kurse noclgezing
waren.”

Das Basteln der Koérper kann etwa mit speziellenkBaten mit regularen Drei-, Vier- und Flinfeckenctige-
fuhrt werden; allerdings sind solche Baukastenkddssensatz fur den Haushalt von Gymnasien 2013zuie
teuer. Die Schiler werden also vorab eine grol3eainzon solchem-Ecken herstellen missen. Dann beginnt
die eigentliche Arbeit, die einzelnen kongruenteuiRecken des betreffenden semiregularen Polyedsasre
menzufiigen.

Schlie3lich braucht man einen Bauplan — nach Vahetingen-, wie man mehrere solcher Raumecken zusam-
menfugt, vor allem dann, wenn man das so machen-wdoll —, dass das entstehende Gebilde stets eine
Umkugel hat.

Immerhin wird das alles erst moglich sein, wenn march Unterrichten die regularen Polyeder abeh aundle-
res vorher gelehrt hat. Nicht immer wird dies nohand von Modellen méglich sein, auch wére eintssc
Vorgehen nicht mathematisch. Viel geeigneterssté Schiler so weit zu bringen, dass sie Biléetnehmen
kénnen, wie viele Teile am Ganzen beteiligt sind.

Noch ein Wort zum Stellenwert der Abwicklung: Aubwicklungen solche Korper (Netze) zu basteln hatsou
lange Wert, als die beteiligte Eckenanzahl nichigeof3 ist. Bei grof3erer Eckenanzahl [auft man Gefdas
Falten langs der Kanten der Abwicklung nicht sak#durchzufiihren, dass die erforderliche Genaitigke
reicht wird.

5.2 Arbeitsgemeinschaft anERDER Gymnasium

Im Schuljahr 2001/2002 wurde im zweiten Halbjahm @ahlpflichtkurs am HRDERGymnasium in Frank-
furt/Main durchgeflhrt. Die Lehrerin schreibt hierz
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.Nach einer kurzen und sehr unerfreulichen Einfilgsphase zur Erarbeitung des Volumens einer Pyeamid
wurde der Lehrer entgegen moderner padagogischestdliongen richtig autoritar, teilte den Stoffid The-
men auf und verordnete, diesen in Gruppen ausztembieSchon hier muss betont werden, dass denl&chi
Einzelauftrage so gegeben wurden, dass der einSghéler alle vergebenen Auftrage kannte, abeisseilr
einen hiervon bearbeiten sollte. An Unterlagenedtrllier einzelne Schiler etwa:

1. Eine Einfuhrung in den Wahlkugsierstellung semiregularer Kérper durch Abstumpfen regu-
larer Kérper” :

Was soll gemacht werden?

Die Korper, die in einer Aufgabe vorkommen, werdenGummitechnik (Anm. d. Red.: Diese
Technik war der Klasse vertraut; siehe die Fotet)agt. Die Entstehung durch Abstumpfen soll
beschrieben werden. Von jedem Kérper sind Volumaah @berflache, und was sonst noch interes-
sant ist, allgemein zu bestimmen. Das Ganze witdiffcch dokumentiert (Text, Erklarungen,
Skizzen, Rechnungen etc.; Hilfsmittel angeben!)rfAnl. Red.: Die Schuler durften alles, was sie
erreichen konnten, aus dem Internet nutzen.). Gedppe tragt die Ergebnisse ihrer Arbeit in der
Klasse vor.

Wie wird die Leistung beurteilt?

Bewertet werden die schriftiche Dokumentation (®@indigkeit, Richtigkeit, Ausfiihrlichkeit,
Klarheit, au3ere Form etc.), der Vortrag (Inhathigkeit des Vortragens, Teamarbeit) und die Ar-
beit wahrend der Unterrichtsstunden (KonzentrafiGmgamarbeit, Fortschritt, Gedankengange, kon-
struktive Fragen etc.).

Was tut der Lehrer jetzt noch?

Er zerreif3t sich in 11 Stucke und hilft jeder Grepmdem er Fragen beantwortet, Gedankengange
begleitet, den Fortschritt unterstitzt.”

2. ,Themenfir jeweils eine Gruppe aus 2 Schilern;

a) Vom Wirfel zum Oktaeder

b) Vom Oktaeder zum Wiirfel

c) Die regularen Koérper, vom Tetraeder zum abgestwenpfetraeder, das Antiprisma

d) Vom Wirfel zum Cubus simus (Anm. d. Red.: NacilrRW [1] kann dieses Problem mit
Abschneiden von Ecken nicht geldst werden.)

e) Vom Wairfel bzw. Oktaeder zum (Kleinen) Rhombenkubekier

f)  Vom Wirfel bzw. Oktaeder zum GroRen Rhombenkubaldae

g) Vom Dodekaeder zum Dodekaedron simum (Anm. d. Redch WRTH [1] kann dieses
Problem nicht geldst werden.)

h) Vom Dodekaeder bzw. Ikosaeder zum (Kleinen) Rhorikosidodekaeder

i)  Vom Dodekaeder bzw. Ikosaeder zum Grof3en Rhombsididekaeder

i) Vom lkosaeder zum Dodekaeder

k) Vom Dodekaeder zum lkosaeder”

3. An Literatur wurde jeder Gruppe eine passende S€iée Doppelseite aus ONBFER[1] gegeben,
wobei im Folgenden fir das Thema f) die Seite 188gknannten Buches wiedergegeben wird:

“Many opportunities exist for older students (Re@emeint sind Lehramtskandidaten) to become ingblvéh building
models of semiregular polyhedral. An analysis @ Buler characteristic and of the lines and plarfesymmetry of these
polyhedra can often be quite challenging. The bgeithematical Model¢Oxford University Press, 1961) by Cundy and
Rollett is an excellent aid. AlsBhapes, Spaces and Symmé@glumbia University Press, 1971) by Allan Holdeastan
excellent description of a method for making potjtz¢ models.
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There are two semiregular polyhedra which we caamgime as being obtained from a cube octahe-
dron through a truncation followed by a slight difbn. We see in Fig...(Red.: Dargestellt wird
der Ubergang vom Kuboktaeder zum GroRRen Rhombemkakder durch “Abstumpfen”) that each
vertex of a cube octahedron can be truncated goetilateral triangular faces become regular
hexagons and the square faces become regular ostauis truncation transforms the vertices in-
to rectangles which we imagine are distorted ifoases. This new polyhedron carries two names
— the truncated cube octahedronor great rhombicuboctahedron The second polyhedron ob-
tained from the cube octahedron is calledrti@mbicuboctahedron. We find the midpoints of the
edges of the cube octahedron and connect themoassh Fig,. (Red.: Die Abbildung zeigt den
Ubergang Kuboktaeder zum Kleinen Rhombenkuboktapd@utting off the vertices along the
shaded lines yields a polyhedra with square fasms)ateral triangular faces and rectangular faces.
Again imagine these rectangular faces are distdrtedsquares. The resulting polyhedron is the
rhombiscubactahedron.”

Die Lehrerin halt fest:

.Ein Lehrervortrag vor diesen Inhalten war als EHimfung nétig, um spéater die Entwicklung der semilé&gn
Korper aus den regularen Kérpern zu verstehen.Moeirag umfasste auch die Prismen und die Antipgism
(Red.: Was in Kapitel 4.2 genauer beschrieben wiZdl war es vor allem, die firHLATONischen Kérper zu
prasentieren. Die Begriindung, wieso es nur dieskdibt, war nicht vorgesehen. Es sollten aberQieerfla-
chen und die Volumina von Tetraeder, Wirfel unda@kier hergeleitet werden, die von Dodekaeder uad Ik
saeder sollten nur vorgestellt werden (Red.: anltgand-ormelergebnisse). Einiges hieriiber findet maaiem
alten Schulbuch von®bT, WOLFF, ATHEN [1].

Das Volumen des ,Antiprismas” (Red.: Es gibt unétdViele.) zu berechnen wurde im Verlauf des Rteje
aufgegeben. Die fur dieses Thema zustdndigen Schvdleen damit Uberfordert. Sie entwickelten aucdgé:
samt kein Gefuhl dafir, was eine Herleitung ise &ben sich mit Formeln und Bildern aus (gutetériretre-
cherchen zufrieden, bastelten brav die Kérper.“

5.3 Weitere Mdglichkeit

Eigentlich geht es um zwei Dinge:

1. Das Rechnen mit Wurzelzeichen hat wahrend derelet¥ahrzehnte — auch dank der Taschenrech-
nernutzung — immer weniger Anwendungen, so dassesdrald ganz streichen kann, da man heu-
te glaubt, dass fir die Anwendung eine endlicheibalzahldarstellung ausreichend ist. Hier sind
die zum Teil nur angedeuteten Rechnungen an Palyatimkbare Beispiele, die zeigen, dass ein
~Stures* Herumhacken auf dem Taschenrechner zwalbwegs genaue” Ergebnisse liefert — wenn
man sich begniigt, dass bereits z. B. die ersteKéanmastelle falsch ist — aber Wurzelumformun-
gen (siehe Kapitel 2.1) und Zusammenfassungen zentéch genaueren Ergebnissen fiihren, da
dadurch Rechnungen verkirzt werden und ganz allgesiee kurze Rechnung die genauere ist.
Leider kann dieser Sachverhalt in der vorliegenddpeit nicht gezeigt werden. Sie macht aber
deutlich, dass man auf das Wurzelzeichen nichticlgten kann, wenn es um das Finden oder um
die Begriindung einer Theorie oder nur um den Nahder Richtigkeit eines Ergebnisses geht.

2. Es wird die Raumanschauung (Vorstellungskraft eimesren Augés— was auch immer in der Di-
daktik so bezeichnet werden kann — durch eineshsol Unterricht angehoben.

Wesentlich aber bleibt, dass sich der Lehrer inesai Eifer beherrschen kann, d. h. natirlich auelssdhm
bewusst ist, welche Probleme er damit an seine |&chérantragt, auch dass es heute immer nocheseri
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Bereich mathematisch ungeldste Probleme gibt. [2drdr ist also gezwungen, eine Auswahl des hieelzag
tenen Stoffs zu treffen und auch u. U. die hiegdatellte Reihenfolge zu andern.

Die Konstruktion und das Sosein halbregularer Ridyemuss ihm vor Unterrichtsbeginn vertraut seinM
moge den vorliegenden Text hierfur als ersten kgsbetrachten. Da es siehauch fur Schiler um ein
durchaus lohnendes Aufgabengebiet handelt (le&temben die Schilerbemerkungen aeRBERGymnasium
gezeigt, die eine Zufriedenheit mit dem Kurs dokotiegten), wére es Uberlegenswert, Polyeder wigder
Pflichtvorlesungen und Seminaren in Geometrie figednende Gymnasiallehrer aufzunehmen.

Man darf aber nicht Ubersehen, dass ein einmakigganfihren an Leistung in einem Ergdnzungsunterdo
der Schule keine ,heile Welt* erzeugen kann, weichtrbereits in Vorklassen stets das Ziel verfelgd, mog-
lichst viel den lernbereiten Schilern zu vermitteln

Einerseits geben die oben angesprochenen Problén®oiyedern Anlass zu erwiinschten Unterrichtsdislax

nen — man muss die Probleme nicht unbedingt sa)dsie der Lehrer sie vorbereitet hataber andererseits
fiilhren die durchaus parallelen Uberlegungen zurgti@eterschiedlich langen und umfangreichen Barmech
gen oder Lésungsbeschreibungen. Ganz allgemein hieissom Lehrer der Standpunkt eingenommen werden,
dass in aller Regel der synthetische Weg kiirzereledanter als der analytische, also als die Rewhnist,
oder: Wenn man schon rechnen will, sollte man eaigentliche Rechnung nicht gleich einsteigenwid der
Lehrer oft Schiulerempfehlungen ,abwirgen* missemdie Unterrichtszeit sinnvoll zu nutzen.

Letzteres kommt auch einem Lehrziel der Gymnasigegen, das leider heute nur selten Bertcksiamgigu
findet. Diese Schulart soll ans Hochschulstudiuisp auch an den Stil der Mathematik-Vorlesungeraii#ih-
ren. Man muss schon am Gymnasium lernen, ,Mathématerdulden®, Mathematik anzuhéren und dann durch
Nacharbeit erst zu begreifen. Es versteht sichsalbst, dass hierzu der Lehrer nur mit einem heagenden
Tafelbild und nicht zu raschem Vorgehen seinen Bchiermdglicht, so viel mitzuschreiben, dass si¢Hause

bei der Nacharbeit rekonstruieren kénnen, was inetdicht passiert ist.

Hierzu ware zu allererst nétig, dass der Studectitmiur in Didaktik sondern im ,normalen* Hochsamiter-
richt im Ordnen mathematischer Inhattevon einem gréReren Umfang als bei ausformuliepfarfgaben” -
und in deren Niederschrift wieder mehr Erfahrungenheute sammeln kann. Dazu sind auch Studietanbei
noétig, die an der Hochschule korrigiert werden.eE@inzige wissenschaftliche Zulassungsarbeit ziaatStxa-
men— wenn Uberhaupt noch eine solche tber Mathemaskhgieben wird- reicht nicht aus und ist sicher im
Studium zu spéat angesiedelt.

Unter diesen Aspekten kann ich mir fur die Behandlder regularen Polyeder am Gymnasien einen aigene
halbjahrig zweistiindigen Kurs nach Klasse 9 minmalem Unterrichtsstil vorstellenalso dann, wenn im Um-
gang mit Anwendungen desyfHAGORAS in der Ebene und damit verkniipft im Umgang mit défarzelzei-
chen eine gewisse Sicherheit erreicht ist.

Hat man in einer solchen Veranstaltung erreichésdane Gruppe von Schilern weitermachen willtesafian
in einem weiteren Halbjahr einen Kurs Uber halbk&guKorper folgen lassen. Hierbei kann man mit derfa
gezeigten Kapitel 4 (auch dann noch mit Abstrichesginnen und je nach Leistungsfahigkeit der Sclhitildie
dort angegebenen Aufgabenstellungen einsteigeanddisungen jetzt folgen.
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6. Losungen der Aufgaben

Zu 2.1.1: a) und b) Rechts von= erhédlt man eine Identitat, wenn man die Klammemaultipliziert. Das Er-
gebnis ist in jedem Fall positiv und so kann man\Wiurzel ziehen und erhélt die linke Seite ¥en Allerdings
kénnte hier noch ein weiteres + eine Rolle spiel@as ist nicht der Fall, da die rechte Seite dekeh Glei-
chung stets positiv ist.

0)v/70 + 305 = (a + bV5)’ d)V9+4v5 = [(a+bV5)’

70 + 30V5 = a? + 2abV/5 + 5b> 9+ 4V5 = a?+2abV5 + 5b?
| a®+5b%2 =70 | a2 +5b2=9
I +£30 = +2ab 2 = ab eingesetztin |
15 = ab eingesetztin I: a* —9a% + 20 = 0, also:
P4+527 = 70 oder (a1b) € {210, (=21-1), (V5| 7). (V5| Z)
a* — 70a +5-225 =0, also: usw.
(alb) € {(V451V5), (—V451 —V5),(513),
(=51 —=3)} usw.

Zu 2.2.1:Es gibt einen Kreis auf dem die Ecken so liegeasd#e zu einem Zentrumswinkel V(-3}E\:£ gehoren.

Zu 2.3.1:a) Die Hoheh im gleichseitigen Dreieck der Kantenlangbetragts = /sz —% = s?. Hiermit fin-

det man fiir die Flache dieses Dre|edk3t -.s- s£ = ‘i— 2

b) Definition des Flacheninhalts.
c) Das regulare Sechseck der Kantenldngeaut sich aus 6 gleichseitigen Dreiecken dieseitéddange auf, hat
\/— §2 = 3vV3 5

= TS .
d) Das regulare Achteck der Kantenlarsgdaut
sich aus einem Quadrat der Kantenlasgend
vier gleichschenkligen Dreiecken der Basis
und der Schenkeds auf. Damit ist der Achteck- M

FlacheninhalF = s? + 4- - 54 h. Da das Acht- S, "505/2 /2
!

also als Flacheninhalf = 6-

eck und das Viereck denselben Umkreis mit

Radiu3r=% haben (beachter ist die halbe s/2 [N
S h
Diagonale im Quadrat), findet man= j—‘%—%“

man muss also nur noch einen Zusammenhang
zwischens, undsg suchen:
Nach FFTHAGORAS findet man mit den Bezeichnungen der letzten Ahlib:
12 1 1)\?2 1,1,1 1 V2-1 2—V2
s =sz ((E) + (\/_7__) ) =sz (Z+E+Z_ﬁ> =sZ—— NG sf— alsos, = sg ——Ss\/2+

2

Damit erhalt man die AchteckflachB:= s? + 4- %'54 (—4 - —) = s? (1 +—=- 1) =s? f = 2s2 (\/_ + 1)

2
Zu232:8)p,2 =17 - (2) (1)
= (r —pn)z + (S?")z =

=r2—2rp, +p,2+(2) = mit(1) folgt
n n 2
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Zu 2.3.3: a) In der nebenstehenden Abbildung
findet man ein reguléres Zehneck mit der Kanten-
langes,,. AF ist die Innenwinkelhalbierende bei der EdkeHieraus ergeben sich die weiteren angegebenen

Winkel. Aus den Winkeln folgt, dass die DreieckBM und BFA ahnlich sind. Deshalb glIt— =21 Dije

r=S10
hieraus folgende quadratische Gleichusig? + rs;, — r? = 0 hat die positive Losung;, = r- ‘/—T Deshalb
kann mars,, ausr durch einen goldenen Schnitt gewinnen. Lost maseadiGleichung nach, auf, so erhalt

2510(V5+1) — S10 (\/_+ 1) und umgekehrt

man‘rlo m

b) Nach dem Satz desPTHAGORAS ist unter Beriicksichtigung von a):
2 S\ 2 s\ 2 2 s\ 2 s\ 2
() = =(2) =(3) (B+1) =(2) =(3) (5+2v5)
Analog zu a) kann man die Aquivalenz der beidetewngten Formeln zeigen.

c) Aus obiger Zeichnung entnehmen wir, dass dgsldee 5-Eck aus dem regularen 10-Eck entsteht und
T'5 = T'10 =7T.

. r S 2 .
Nach a) und der ersten Formel der Aufgabe 2.3t2sgjl = 3 (\/g - 1) =r- [2-2 /1 - (ﬁ) . Hieraus folgt

(ﬁ;l)z —9_> /1 _ (_) und damit6 — 2v5 = 8 — 8\/1 - (—i)z oder\/l - (:—i)z = i+%\/§ Nochmaliges

Quadrieren liefertl — (—) == (6+2v5)

. 5—y5 10-2v5
Man lost auf nachss? = 4r? (1 —-=— —\/_) = 4r ( ) r? (T)
Analog zu a) kann man die Aquwalenz der beidefangten Formeln zeigen.

dor unds;5 bilden ein rechtwinkliges Dreieck; deshalb gilt ):
2
pt =12 (5;5) =% (50 + 10v5 — 25) = % (25 + 10V5)
Analog zu a) kann man die Aquivalenz der beidelravgten Formeln zeigen.
e) In der letzten Abbildung wendet man den Lehrsistz RTHAGORAS auf das DreiechBC an und berick-

sichtigt a): o2, =12 — (51—")2 =21t 22 (V5 — 1) = 2—2(10 +2v5)

2
Analog zu a) kann man die Aquivalenz der beidetangten Formeln zeigen.
f) In der letzten Abbildung wendet man den Lehrshtg R THAGORAS auf das DreiecMCE an und beriicksich-

tigtc): 2 =r2—(5?5)2 =72 —- —(10 2\/_)——(6+2\/_)
Hieraus folgt mit Beispiel 2.1.1;)5 =-V6+2V5=-(1++5)

Analog zu a) kann man die Aquivalenz der beidetawgten Formeln zeigen.

Zu 3.1.1:a) Wenn 3 gleiche Quadrate an jeder Ecke einesas@mvKorpers zusammenstof3en, geht man von
einer ersten Ecke aus und betrachtet das Ende ®omittkante als weitere Ecke. Wegen der Konveka#n
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man dann nur auf eine Weise 2 weitere solche Qtadrzhangen. Damit hat man aber bereits alle Edken
Wiirfels und all seiner Seitenflachen und kann itidep, dass alle Ecken die Ausgangseigenschafthabe

b) Wenn 3 gleichseitige kongruente Dreiecke eineinkecke bilden, dann gehen von dieser Raumecke 3

Schnittkanten weg, deren Enden so sind, dass gweii von ihnen eine Kante der gleichen Langengstn
und damit ein weiteres gleichseitiges Dreieck dégkr abschlief3t.

c) Wenn 4 gleichseitige kongruente Dreiecke eiaerRecke bilden, wird diese Pyramide von einem Caiadr
derselben Kantenlange abgeschlossen. Verklebt mahsolche Gebilde langs des gemeinsamen Quadiats,

entsteht ein Kérper der Ecken-, Kanten- und Flaaheahl des Oktaeders. Aus Symmetriegriinden muss man

nur an einer Ecke des Quadrats nachweisen, dads&edRaumecke eines Oktaeders ist, um bewiesemlzenh
dass der Gesamtkorper ein Oktaeder ist:

An jeder solchen Ecke stofl3en aber je 2 kongrudetehgeitige Dreiecke je einer der 4-seitigen \eokén Py-
ramiden zusammen, also insgesamt 4 und damit &heOktaederecke.

Zu 3.2.1:PyramidenvolumerV = ?Grundﬂéche'zugehérige Hohe

2
a) Tetraeder der KantenlangeV = é (i 3 sz> - |52 — (5' ﬁs) = 1—‘/353

2 2 3 2

S\/Ez_\/i 3
T) =3

b) Oktaeder der Kantenléange V = % -s2%. [s2 — (

Zu 3.2.1.1:Da das Ikosaeder drei Paare gegeniiber-
liegender Kanten auf einem Umwiirfel hat und die
Enden dieser Kanten alle Ecken bestimmen, ist der
Wirfelmittelpunkt MittelpunkiM der Umkugel, die

nach Satz 3.2.1.4. den RadiBs=i 10 + 2v5

hat. Da alle Flachen aus Symmetriegrinden glei-
chen Abstangb zuM haben, ist dieser Abstand der
Inkugelradius. An einem Dreieck der Kantenlange
s des Ikosaeders verbinden wir die Ecken Wit
durch Kanten der Lange. Es entsteht die dreisei-
tige Pyramide (siehe Abb.) Nach THAGORAS gilt:

p=I|MF| = ,RZ—@\/%;) =\/%'(10+2\/§)—§=%\/§'\/14+6\/§=1§—2\/§'(3+\/§),

letzteres wegen einer analogen Rechnung zum Bespid. Siehe auch Aufgabe 2.5B)1.

Zu 3.2.2.1: Man muss den Winkel zwischen den o~ a

Trapezen des Walmdachs gegenidber dem o1 d
Umwiirfel kennen und kann dann z. B. eine Sage

jeweils zweimal an einer der Mittellinien der Quad-
rate des umrandenden Wiirfels ansetzen; es sind 2=0 M 11
also insgesamt 12 Schnitte erforderlich. S
12 \ h 9

4=16

11 10

Den gesuchten Winkeal sieht man in der neben-
stehenden Abbildung in wahrer Gro3e, WigiP, ,

d s

i i i —zt"3 a
projizierend ist. Deshalb gilttan o = §+h . 7=13

6=18 d 3=15

1+V5

Mit den Werten aus dem Lehrtext erhalt mam « = "

= 31,71747441° = 31,7° .
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Zu 4.2.1: Hat das Prisma ein regulares n-Eck der Kantenlarade Deck- und Bodenflache, so gibt es Quadrate
derselben Kantenlange als Seitenflachen, die aubDdek- bzw. Bodenflache senkrecht stehen. Somidas
Prisma regular. Die Deck- und Bodenflache haben fdis& in parallelen Ebenen, die als Schnittkreise d
Umkugel gedeutet werden. Hierbei hat die UmkugedriiMittelpunktM in der Mitte zwischen den Mittelpunk-
tenM; und M, der Umkreise. Der Radius ist der Abstand z. Berelcke des Deck-n-Ecks zum Kugelmittel-
punkt. Aus Grinden der Rotationssymmetrie MaM, liegen dann alle Ecken der beiden n-Ecke auf diese
Kugel; sie ist also Umkugel.

Zu 4.2.2: a) Prisma: Nach Kapitel 2.3 gilt zwischen aeEck-Kantes,, und dem Inkreisradiys, desn-Ecks

N 36
2 — tan—
20,

0° .. .. . .. 1 -sp?
—. Hieraus erhélt man die Bodenfladhe= n- 2 S Py = = 52‘600 und das Volumen (gerades regu-
4 tan——

an
n

nsy3
3600 *
tan——
n

lares Prismaly =
4

b) Antiprisma: Hier ist die Situation weitaus
schwieriger: Das Antiprisma mit einem reguléren
n-Eck als Deckflaiche hat einn&eitiges gerades
Prisma als Kern, dessen Volumen man nach a)
berechnen kann. Die vorstehenden Ecken kann
man dann in 2 vierseitige und in ebenso viele
dreiseitige Pyramiden zerlegen, wie die nebenste-
hende Abbildung im Fal = 4 zeigt.
Hat das Antiprisma die Kantenlangeso sindb die
Kantenlange des ins regulameEck der Kantenlan-
ge s einbeschriebenen regularem-Ecks und
s—b

a=—.
2

Mit der HOhe ¢ des Antiprismas und der Grofge
(siehe die Zeichnung) lassen sich dann die Volu-
mina der beteiligten Pyramiden berechnen.

Zu 4.2.3:

a) 1. Beweis:Das Antiprisma mit der Deckflache
ABC legt man wie im nebenstehenden Grund- und
Aufriss:

Grundflache DEF und Deckflache ABC liegen
parallel zur Grundrissebene, gegeneinander um 60
verdreht, wobei eine H6he des gleichseitigen Drei-
ecksABC parallel zur Aufrissebene sein soll.

Aus Symmetriegrinden des Korpers muss ein
eventuell existenter Inkugelmittelpunkt der
Umkugelmittelpunkt M sein. Deshalb isM im
Grundriss der Schwerpunkt des DreieckBC,
Man moge die Einteilung der H6hen- bzw. Schwer-
linie in 3a beachten (siehe nebenstehende Zeich-
nung).

Im Aufriss liegtM in der Mitte zwischen der Deck-
und Grundflache des Korpers.

Im Aufriss sieht man die Dreieck@BC, DEF,
ACD und BEF projizierend, also als Strecken der
Lange3a, weil es sich hierbei jeweils um die Héhe
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3a im gleichseitigen Dreieck handelt. D. h. die Figan Aufriss ist eine Raute, deshalb geht dezbihdung
AE durchM und deshalb beriihrt die Kugel whmit Radiusr, die das DreieckBCberuhrt, auch das Dreieck
ACD. Aus Symmetriegrinden gilt das dann auch

fur die anderen Seitendreiecke.

2. Beweis:AE ist parallel zur Aufrissebene und
deshalb im Aufriss in wahrer Gréf&zu sehen;
deshalb istAEFC ein Quadrat und der Kdrper ein
Oktaeder, das bekanntlich eine Inkugel hat.

b) Alle anderen Antiprismen haben keine Inkugel,

weil der Abstand des Umkugelmittelpunktes zu den

Seitendreiecken im Verhaltnis zu seinem Abstand

zu Deck- bzw. Bodenflache immer gréf3er wird, wiennaan Bild deutlich erkennen kann.

c) Der Wirfel hat zwar als Prisma eine Inkugel,rdi@m regularen Prisma, dessen Deckflache eindesgi10-
Eck ist, hat man zwischen der Deck- und Bodenflaeihen sehr kleinen Abstand; damit kann nur eire se
kleine Inkugel vermutet werden, die die Seitenféuadrate nicht mehr erreicht.

Zu 4.3.1.1:Man kann der Figur der Aufgabe entnehmen, dasams chindestens eine Ecke (4,4,4,4) geben
wirde, was bei einem Wirfel nicht sein kann.

Zu 4.3.1.2: Damit jede Raumecke vom Typ (6,6,3) ist, misserDaaieck 1,2,3 in der gezeichneten Form der
nachsten Abbildung die 6-Eckell, lll so angeheftet werden, dass jeweils die Kanterb2yé 3,4 bzw. 1,5
verklebt werden. So entstehen die weiteren Punkis 2. Es fehlen sicher noch weitere Dreiecke.ARCKI|
werden die weiteren Méglichkeiten untersucht:

X ist eine mogliche Lage, wenn der dritte Punkt did3eeiecks der Punkt 12 ist. Weitere Moglichkeitgnt es

fur X nicht, da alle Entfernungen zu den Ecken 4, 95101 zu groR sind. Eine Wahl 8, 4, 3, 2 kommhhnin
Frage, da sonst undl dieselbe Ebene bilden wirdetiund Y kann nicht sein, weil sonst die Ecke 7 zwei Drei-
ecke hatte.

Es konnte vielleichty statt X auftreten: Das ist

nicht moglich, weil alle Entfernungen der freien

Ecke vonY zu allen Punkten der 6-Eckieundlll

zu grof3 sind. Ein Eckpunkt voh kann es nicht 10, 11

sein, weil sonsY undl die gleiche Ebene hatten.

Die Ecken 7 und 8 bendtigen noch ein 6-Eck, des- 9 /\N 12

sen weitere Ecken mit 9, 10, 11 und 12 verklebt /N

werden. Bastelt man die bisher entstandene Ober-
flache, so sieht man, dass zum Abschluss des Kor- 8 7

pers ein Dreieck mit den Ecken 5, 10, 11 fehlt. Es

entsteht ein abgestumpftes Tetraeder. [ 6
Hinweis Man kann die Berandungsflachen auch

anders zu einem Netz anordnen.

Zu 4.3.1.3: Wenn zwei 5-Ecke und ein Viereck
jede Raumecke bilden, dann hat ein beliebiges 5-
Eck mit den Kantem bise 0. B. d. A. die Kanta

mit einem Viereck gemeinsam. Dann aber musste
die Kantee mit einem Viereck oder 5-Eck gemein-
sam sein. In beiden Fallen ergabe sich der Wider
spruch, dass eine Ecke (5,5,5) oder (5,4,4) esastizviirde und so die Halbregularitat gestort ware.
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Zu 4.3.2.1.1:Siehe das Foto auf Seite 18.

Zu 4.3.2.1.2: a)Die OberflacheD des abgestumpf-
ten Wurfels (Nr. 2) mit der Kantenlangebesteht
aus 8 Dreiecken und 6 Achtecken. Die Abbildung h
ist der Grundriss einer abgeschnittenen Ecke; die

Nl

N

Hoheh des gleichseitigen Dreiecks ist= ? -S.

Hieraus folgt fur die FlachB, = s2- ?. Fur die Flachd-g der Achtecke gilFg = 8-s- E, wobei nach Kapitel

4.3.2.1.1. giltk = s(1++2). So erhéilt maw = 8- 2 -s? + 6.8 22 .5 = (2v3 + 12(1 ++2) ) s

b) Die OberflacheD des abgestumpften Oktaeders (Nr. 4) mit der Kdémgies besteht aus 6 Quadraten und 8
V3 _

regularen 6-Ecken. Mit a) erhalt man:= 65> + 8-6-s%- == (6 + 12v3)s’

c) Die OberflacheO des Kuboktaeders (Nr. 8) mit der Kantenlasdeesteht aus 6 Quadraten und 8 reguléaren
Dreiecken. Mit a) erhalt ma@ = 6s? + 8'€ s = (6 + 2v/3)s?

Zu 4.3.2.1.3:Das VolumenV des abgestumpften
Oktaeders (Nr. 4) erhalt man aus dem Volumen des
Umwirfels abziglich von 8 geraden Pyramiden mit
einem reguléren Sechseskals Grundflache und
den Ubrigen Kanteh

Eine hiervon zeigt sich al$ in nebenstehender
Zeichnung in wahrer GrofR3e; deshalb gilt nach

e

5
V2

N S

5
PYTHAGORAS. t = s \E

—

Zur Volumenberechnung betrachte man die zweite
nebenstehende Abbildung: Links ist ein Grundriss

der 6-seitigen Pyramide zu sehen. Die Pyrami-
denhoheh ist Uber dem Mittelpunk¥V des 6-Ecks. /V\ t h
Daneben sieht man in einem Schnitt [andé/ U s U s Ay

senkrecht zur Grundrissebene die Pyramidenhthe

h=s\/§. Hieraus folgt:
v=0sv2)'-82165 L5 = =s3(16vZ-6v2) = s*10V2
3 4 2

Zu 4.3.2.1.4: a)Das VolumerV des Kuboktaeders (Nr. 8) mit der Kantenlaegehélt man aus dem
Volumen des Umwirfels der Kantenlérigabzug-
lich 8 geraden Pyramiden mit einem gleichseitigen

U u
Dreieck als Grundflache und den ,sonstigen* Kan-
s k s .
ten der Langa = =5 wobei letzteres aus s s
4.3.2.1.2. kommt. In nebenstehender Abbildung ist B e
die linke Zeichnung ein Grundriss der Pyramide 7
A 's B A=B

und W der Schwerpunkt im gleichseitigen Dreieck
Senkrecht zur Grundrissebene errichtet man langs
UW einen Schnitt, der rechts daneben gezeichnet
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ist. Dann gilt

— 2 V3 " s 1 s s . .

|[UW| = 35S und nach dem Hohensdtz= 52 AET Hieraus folgt:
= 5_g.l1 8 s _ 35

V—(S\/E) 8 3 S: "= 3 V2

b)

L% EEZDR f:t y
N

A

TS T
k

7]
k

4
AN

<

—

B ¥
I [ ]
oollg (Z°% o =)
*— ) Mo On
& X Igo oM x l
n
Ly i
oo [\ U AN | S
A b
abgestumpfter Wirfel (Nr. 2) abgestumpftes Oktaéder4) Kuboktaeder (Nr. 8)
c) Siehe Kapitel 4.3.1.
d) abgestumpfter Wiirfel (Nr. 2) abgestumpftes OktaéNer4) Kuboktaeder (Nr. 8)
parallele 8-Ecke: 3 Paare parallele 4-Ecke: 3 Paare parallele 4-Ecke: 3 Paare
parallele 3-Ecke: 4 Paare parallele 6-Ecke: 4 Paare parallele 3-Ecke: 4 Paare

e) Mit Aufgabe 4.3.2.1.2 und Kapitel 4.3.2.1.3. findean = = — =1 = 1259,
6k2  (25vy2)° 8

f) Beim abgestumpften Oktaeder (Nr. 4)
schlieBen je zwei Kanten, die an einem
Quadrat beteiligt sind 9Qund je zwei Kan-

G¢ adratschnitt

ten, die an einem Sechseck beteiligt sind y
120 ein. Weitere Kanten gibt es nicht. Die /
Winkel zwischen benachbarten Ebenen fin- ';'é/h
det man durch einen Schn&tM z. B. senk- AN

recht auf die Grundrissebene, der in neben- N
stehender Abbildung rechts gezeichnet ist. e A

Da die Schnittebene senkrecht zur Schnitt-
kante zwischen dem ,obersten” Quadrat und
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einem anschlieBenden Sechseck ist, zeigtgich wahrer Grof3e. Der Winkel zwischen zwei Secherdkt 23
aus dem analogen Grund.
Berechnung der Winkel: Im Schnitt istAMFH ein Rechteck; deshalb i§tdessen Mittelpunk{GM| ist Ab-

stand des Sechsecks vom Mittelpurit und deshalb gilt nach Aufgabe 4.3.2.1.3{GM| = h = S\E und
|GC| = |GB| = pist der Inkreisradius des Sechsecks. Dieser bee¢alich nach Aufgabe 2.3.2 beim Sechseck

N

2
(Man beachte, fir den Umkreisradius gifts) p=s- 1 — (%) = E\/§.

3

Hiermit erhélt manan g = % = % = /2 und damitB ~ 54,7°und & = 180° — B ~ 125,3°.
2

g) Man nimmt an: Eine Raumecke vom Typ,(n) wird abgeschnitten; hierbei werderstiickn-Polygone ab-

geschnitten. Der alte Korper war vom TypK, f) und der neue sei vom Typ'(k', f). Dann gilt:

Die Schnittflache ist eine zuséatzliche Flache, gfse= f + 1.

1 Ecke fallt beim Abschneiden weg und dafir enestemeue; also gilte’ = e +r — 1.

Es kommen Kanten hinzuk' = k +r

Zu 4.3.2.2.1:Das kleine Rhombenkuboktaeder besteht aus 18 Qeaduad 8 Dreiecken der Kantenlarge
Hiermit erhalt man sofort die Oberflache= 18-s* + 8- % ‘s ? = s2(18 + 2v3).

Nach Kapitel 4.3.2.2 berechnet man den Umkugelsiiaus dem Umkreisradius= 13 = 2475 = —
S

2 2 2
letzteres nach einem Additionstheorem, ge@é{%\/rz + S: = szﬁ + S: = 3\/5 + 2+/2, wenns die Kanten-

lange des Rhombenkuboktaeders ist. Um die Voluminden einzelnen Randvielecken zu berechnen, ngeht
wie gewohnt vor:

V = 18-Va_pyramize T 8- Vs—pyramiae, WObEI vorher die Hoheh, bzw. h; dieser Pyramiden berechnet werden
missen:

h, = /R2—§=§\/3+2\/§

2
hy = JRZ - (Z -S- ﬁ) = JM_f = EJM, insgesamt folgt:

3 2 4 3 2 3

v=181.s2 34202 +8. 1. 15 20 /1”36‘/5:53(3\/3+2\/7+§\/11+6\/§)

Dieser Ausdruck lasst sich weiter vereinfachen.

Zu 4.3.2.2.2:Man mdge sein Bastelergebnis mit den Abbildungafapitel 4.3.2.2 vergleichen.

Zu 4.3.2.2.3:

Da die entstandenen reguléaren 8-Ecke immer noaeimSeitenflichen des Ausgangswiirfels zu findea, sin
stehen ihre Ebenen aufeinander senkrecht und mmandiase Ebenen als Rissebenen wahlen. Hierbeehats
Grund-, Aufriss und Seitenrisse, die kongruenteuféig sind. Die gestrichelte Figur des Pseudorhomben
kuboktaeder in der rechten Abbildung der folgen8eite ist nicht maRRstabsgetreu, da sie im gezeiehriRiss

so nahe am Rhombenkuboktaeder liegt, dass durcHedghinung die beiden nicht hinreichend genug getre
werden kénnten. Den gezeichneten Riss betrachierale Grundriss; das mittlere Achteck (Umriss des
Pseudorhombenkuboktaeders) ist also parallel zun@issebene.
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Die 8-Ecke werden mic, die 6-Ecke mitSeund die Rechtecke mRe — soweit sie im Riss sichtbar sird
bezeichnet. Die gestrichelte Figur entsteht wigtfoDie regularen AchteckAc der Kantenlangs liegen auf
dem Ausgangswiirfel. Bei den senkrechten Achteckeandht man die Verteilung der Ecken z.0B.C, H usw.
Umlauft man ein solches Achteck, so muss man aer jEdke die Richtung um 3%ndern. Deshalb ist z. B.

|IDC| = \/5—7 Aus dem Bisherigen findet man dann die Verteildeg Rechtecke und der (nicht regularen) Sechs-

ecke.

. he )_'_
NS
N

Da das Ausgangskuboktaeder eine Umkugel hat ujedan Ecke kongruente Pyramiden abgeschnitten werde
hat auch das Pseudorhombenkuboktaeder eine Umkugel.

Jeweils zwei der auf dem Grundriss senkrecht stheB-Ecke werden langs der Geraddizw. b parallel zum
Grundriss um denselben Betrag ,nach au3en“ versehdiis sich z. Ba mit ¢ in D* schneiden. Weil sich mit

a undb unter 48 schneiden, ist dann im Ri#8D’E‘ ein Quadrat. Um denselben Betrag wird das Deckakht
bzw. das Bodenachteck nach au3en geschoben. AlenHiegen auf Achtecken, die alle um denselbemdget
verschoben werden; also hat der entstandene Kébgemals eine Umkugel.

Da die Achtecke alle Punkte des Rhombenkuboktaddstiegen, wird behauptet, dass es sich nach dem V
schiebevorgang um diesen Koérper handelt, wobeieauelsen ist, dass die Rechtecke zu Quadraten wnd di
Sechsecke regular geworden sind:

Die Veranderung des Sechse@d8CDEF A undA‘ bzw. B und B* sind im Grundriss dieselben Punkiz;-

C' also DreieclABC - DreieckABC".

Die Ebene des Umrisses vom Pseudorhombenkuboktaededie Umrissebene des verédnderten Kérpers sind
dieselben. Schneidet man die Eb&t&C' mit dieser Umrissebene, so muss also gdii@i [0 AB, weil die
Grundrissebene, die Umrissebene und die Deckactitedle parallel sind.

Wie in 4.3.2.2. schlieRt maRC B’C'. Wegen der 45Winkel im Grundriss folgt dort = [AB| = |[A'B'| =
|B'D’| und|B’C’| = |C'D'| = % Es liegePABC'D’E’F' in einer Ebene, weil man die gleiche Argumentatigh

der Verschiebung landsmit der gleichen Streck&B ausfiihren kann.

Nach Konstruktion ist im Ris&BD'E‘ ein Quadrat. Daruber hinaus gilt wegen der verseheb 8-Ecke:
|E'F'| = |D’C’| = s. Im Riss sincE’F* undBC' gleich lange parallele Strecken, wobei die begtshi Punkte alle

in einer Ebene liegen. Also gilt am KorpdE'F’| = |B'C’| = s. Die analoge Verschiebung langsergibt
|C'D’| = |AF'| = s; also haben alle Kanten des Sechsecks die Lénged wegen der rechten Winkel ist
B'G'H'C’ ein Quadrat, weil ja immer noch der gezeichneten@igs dem Seitenriss kongruent ist, und deshalb
auch im Seitenriss die StrecB&C' mit der Léng% erscheint.
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Wenn man noch begriindet, dass z[BRC'D' =
120° betragt, ist AB‘C'D’E'F* ein regulares z
Sechseck: 2
Die StreckerC’'D* undB‘C’ haben die Langsund

ihre Risse die LangeTSE; also haben sie beide eine

<t

Steigung von 45 Da es um den Winkel zwischen ,
beiden Strecken geht, kann man o. B. d. A. anneh-

LS
men: = =1

(=g

Hieraus folgt:

1 0
u= ( 0 ) U= (1); hieraus folgt
-1 1

cos (@, ) = —% also (@) = 120°.

XX

Das Sechseck ist also reguléar. Damit hat man nacAbbildung ein Rhombenkuboktaeder.

Zu 4.3.2.2.4 : Die OberflacheD des groen Rhombenkuboktaeders hat 6 Achtecl@sclBsecke und 12 Quad-
rate, alle der Kantenlange Allein die Achtecke bestimmen die 48 Ecken despéts. Nach der Ubersicht im

Kapitel 2.3 erhalt man als6 = 6-2s*(V2 + 1) + 8- %szﬁ + 1252 = s2(24 + 12V2 + 12V3).

Die 48 Ecken des Korpers liegen auf 3 Paaren ptealB-Ecke, deren Ebenen jeweils paarweise aufdara
senkrecht stehen. Diese 8-Ecke haben Umkreisalidieuf einer Kugel um den Kérpermittelpumitliegen.
Der Kugelradiusk wird als|BM| berechnet, wobei festzustellen ist, wie viel hoBém Deckachteck al#/ in

2 2
der Mitte des Korpers liegR? = G) +1¢ =52 ((%) + 2+2‘/E), letzteres wegen = 137/ 2 — 2 aus Kapitel

4.3.2.2. Hieraus folgtR = 2+/5 + 2v/2.

2

Zu 4.3.2.3.1:Siehe das Schragbild in Kapitel 4.3.1.

Zu 4.3.2.3.2:Nach Kapitel 4.3.2.3.3 berechnet sich die Kanteggzs, des abgestumpften Dodekaeders als
5(3v5-1)

Funktion der Kantenlangedes Ausgangsikosaeders aig, = ”

Zu 4.3.2.3.3:Nach Kapitel 2.3 Zusammenfassung erhalt man fiFamfeck den Flacheninhalt

F5=§\/25+10\/§. Fiar ein Dreieck giItF3=SzTﬁ. Hieraus ergibt sich die Oberflich® eines

Ikosidodekaeders:

0 = 12F5 + 20F; = 12 /25 + 10v5 +20- 22 = 52 (3-1/25 + 10v5 + 5-v3)

Die Existenz einer Umkugel ist bereits gezeigt. MMann das Ikosidodekaeder auf ein Flinfeck stellehman
bekommt dann ein Finfeck als Deckflache, das ieretur Bodenebene parallelen Ebene liegt; profiziean
das Deckfunfeck senkrecht auf die Bodenflache,efmiéren beide zusammen ein regulares Zehneckbelie
hat jede Ecke, die von der Deckflache kommt einsprachende Gegenecke in der Grundflache. Die Werbi
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dungslinie der Gegenecken schneidet sich im Umkwittellpunkt, d. h. ihr Abstand istR2 was man bequem
mit einer Schublehre messen kann im Gegensatz anteklanges, wo dies nicht geht.

Zu 4.3.2.5 ohne Trigonometrie:Der Zentrums-
winkel einer 5-Eckseite betragt 72er einer 10-
Eckseite 36 Hieraus lassen sich alle in der folgen-
den Abbildung angegebenen Winkel berechnen.
Man beachte, = p,, = p und 75 =7. Es sind
die DreieckeABM und DEC é&hnlich. Also gilt

, e -
£=_2 3glsox =22
r X 2p

Mit Trigonometrie: Da 5 = cos 36° betragt, ist

die 2. Behauptung bewiesen.

Zu 4.3.2.7:

Was das Basteln betrifft, kann man sich an der
Abbildung der Aufgabe 4.3.2.7 informieren.

Die OberflacheO des abgestumpften Tetraeders
besteht aus 4 Dreiecken der Kantenlésgdamit

V3 s%3 " e .
- = und aus 4 Sechsecken derselben Kantenlange, diasiFlacheninhalts

des Flacheninhalt;s's'

52

2 2
6- 0 Insgesamt findet ma®: = 4- 2 AENIrS % =7s%V3

4 4

. . 2 . . .
Um das VolumerV zu berechnen muss man die Haéhe s\/; des regularen Tetraeders berechnen, wie dies

wiederholt geschehen ist. Damit erhalt miin= % . % -3s- §SS' SS\E— 4. % . % -s- gs's\/g = 1—@23'53.
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