Jo Niemeyer und Hans Walser

Papierfalten, Seilspannen, Goldener Schnitt undddkarve

Zusammenfassung: Ausgehend von einem Legespiadurih Falten halbierten Blattern oder aber durcide-
holten Einsatz des von den Agyptern her bekanntestéiseils kommen wir zum Goldenen Schnitt. Eingafia
on des Verfahrens fihrt im Grenzfall zur Traktrix.

1. Papierfalten

Wir halbieren drei rechteckige Papierblatter gleitirormates héhenmaRig durch Falten. Dann legediwidrei
Blatter aus geman Abbildung 1.

Abb. 1: Drei rechteckige Papierblatter

Aufgabe 1: In welchem Verhaltnis teil der Pun®die StreckeAE?

2. Seilspannen

Mit einem Knotenseil mit zwolf Knoten in gleick
Abstanden kann das pythagoreische rechtwin
Dreieck mit den Seitenlangen 3, 4 und 5 ausges
werden (Abb. 2, Schritt 1). Wir setzen nun wei
Knotenseile (mit denselben Knotenabstéanden
und fragen nach dem entstehenden Teilverhé
(Abb. 2, Schritte 2 und 3).

A

Abb. 2: Vorgehen in drei Schritten (Schritt 1)
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Schritt 2 Schritt 3

Abb. 2: Vorgehen in drei Schritten (Fortsetzung)

Aufgabe 2: In welchem Verhaltnis teilt der Pun®tdie StreckeAE?

3. Variationen

Die Figur Iasst sich in die kanonische Rosettemfejobetten (Abb. 3).
Durch Einzeichnen eines gleichseitigen Dreiecksb(A) finden wir einen Zusammenhang zur Figur vao@
(vgl. [1], S. 83).

Abb. 3: Einbettung in Kreisrosette Abb. 4: Figur von ©@om

Unsere Ausgangsfigur lasst sich auch in ein !
mit Kreis, Quadrat und gleichseitigem Dreieck-ei
passen (Abb. 5).

Abb. 5: Kreis, Quadrat und Dreieck
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4. Wie geht es weiter?

Wir legen jeweils an den Mittelpunkt einer Stre
eine nachfolgende Strecke an. Die Abbildung 6
die ersten 7 Schritte.

Aufgabe 3: Wie lautet die Rekursionsformel fir
Punkte auf der horizontalen Achse?

In unserem Beispiel haben wir die neuen Stre
jeweils in der Mitte der vorangehenden Stre:
angesetzt. Wir kbnnen sie aber auch zum Beisp
obersten Viertel ansetzen (Abb. 7).

Beim Papierfalten (vgl. Abb. 1) mussen wir
rechteckigen Papiereonh ein zweites Mal falte
um sie hdhenmaRig zu vierteln. Beim Seilspa
(vgl. Abb. 2) haben wir direkt einen passendemKn
ten zur Verfligung.

Aufgabe 4: In welchem Verhéltnis teilt jetzt c
PunktS die StreckeAE?

Nattrlich kénnen wir auch hier die Konstruktmn
schritte iterieren. Die Abbildung 8 zeigt die Siioa
fur die ersten 10 Schritte.

Aufgabe 5: Die Abbildung 8 suggeriert, dass
dritte Punkt auf der-Achse diex-Koordinate 1 ha
Stimmt das?

Aufgabe 6: Wie grof3 sind die fortlaufenden Teilve
haltnisse auf dex-Achse?

Naturlich kénnen wir noch néher an den ob
Punkt herangehen. In der Abbildung 9 sind dia-ne
en Strecken jeweils beim obersten Sechzehnt
alten Strecke angesetzt. Es sind die ersten 50tSchr
te dargestellt. Die Frage ist, welche Kontur
ergibt, wenn wir sukzessive naher an den ot
Punkt herangehen. Dariiber im nachsten Abschnitt.

5. Die Traktrix

Unter der Traktrix (Schleppkurve oder Hundeku
versteht man die Kurve, welche ein Puriktbe-
schreibt, der an einer Leine der Lange 1 von e
Punkt A am anderen Ende der Leine gezogen
In der Ausgangslage soll si¢him Koordinatent

sprung befinden un@& in der Position(0|1). Dant
bewegt sichA auf derx-Achse nach rechts.

Die Abbildung 10 zeigt die entstehende TraktrixsAler Vorstellung, dass der Puiikein angeleinter Hund sei,
der vom HundehalteA gezogen wird, ergibt sich die Bezeichnudgndekurve Eine Parameterdarstellung der

0+ { $ } Hi—
2

Abb. 6: So geht es weiter

L9 T ~~ B

A S E X
Abb. 7: Ansetzen im obersten Viertel

0 1 2 3

Abb. 8: Die ersten zelschritte

0 1 2 3
X

Abb. 10: Traktrix

Traktrix finden wir so: Aus dem in der Abbildung &hgezeichneten Stitzdreieck lesen wir ab:
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Diese Differenzialgleichung |6sen wir mit Separataer Variablen. Zunachst ist:

de = —J@dy

Zur Loésung des Integrals rechts verwenden wir dies8tution y(t) = ﬁi‘(t) . Damit wird:

_ _ sinh(t) — 2 _ sinh(t)
dy = —cosr?(t)dt und /1~y = cosi{)

Durch Einsetzen ergibt sich:

—y? sink?
J'dx=—j1—‘/y7ydy='f?ﬁ((tt))dt='f(l— 1 jdt

costf (t)

x(t)=t -tanh(t)+C
Aus der Anfangsbedinguné((o)| y(O)): (0] 2) finden wir C = 0. Somit haben wir fir unsere Trakirix die Para-
meterdarstellung:

x(t)=t - tanh(t) Y(t)zﬁr(t)

Die Traktrix hat also folgende Eigenschaft: Der gamtenabschnitt von einem beliebigen Kurvenpunkthuui-
zontalerx-Achse hat immer die gleiche Lange 1. Der Tangetischnitt ist die Hundeleine.

Aufgabe 7: Man zeige diesen Sachverhalt rechnerisch als ¥atifin der Losung der Differenzialgleichung. Wel-
che geometrische Bedeutung hat der Pararheder Parameterdarstellung?

Wenn wir nun bei unseren Strecken den Ansat
punkt immer nédher am oberen Ende wahlen, n
sich die Kontur der Traktrix an. Wir haben also
Approximationsverfahren zur Konstruktion ei
Traktrix gefunden.

Wird die Traktix um die horizontale Achse gedre
hat die entstehende Rotationsflache eine kon:
negative @Qursche Krimmung. Sie realisiert eil
Ausschnitt der so genanntéryperbolischen (nidh
euklidischen) Geometrie Die posaunenformi
Rotationsflache wird al$?seudosphéarebezeichne

(Abb. 11). Abb. 11: Pseudosphéare

6. Losungen
Zu Aufgabe 1. Wir erganzen die Figur gemalbhA v A

bildung 12. Gesucht ist das Verhalti§ .

Die Lange der Streck&B normieren wir auf 1. B
mit erhalten wir fur die Streck&S mit PyTHAGORAS

die LangeAS:é, fur den PunkD die Koordira-

ten D(@‘l) und fir den Punkf die Koordinate

4
F(é‘oj. Die StreckeFE hat nach PTHAGORAS @ F . E x
die LangeFE = @i die StreckeAE die Lange: Abb. 12: Koordinatensystem und zusétzliche Punkte

Mathematikinformation Nr. 58



- _N3, 415 _43
AE=AF+FE=32+ 318 =33(14 5)
Fur die Streck&Eerhalten wir daraus die LanggE= AE— AS= é (1+ \/g)— % = % (—1+\/§). Damit ist:

se_ Y1)

AS NE
2

145 - 0,6180339887

Das ist der so genann@oldene Schnittl].

Zu Aufgabe 2: Diese Aufgabe ist im Prinzip gleich Aufgabe 1. Dealverhéltnis ist wiederum der Goldene
Schnitt.

Zu Aufgabe 3: Die Endpunkte der neuen Strecken kdnnen iteratiVvPRTHAGORAS berechnet werden. Wir be-
zeichnen die Strecken durch,B, mit den KoordinatenA, (xa ‘yph) und By (xg, ‘an ) Im Vergleich mit den
bisherigen Bezeichnungen if = A, A, =S, A3 =E sowieB; =B, B, =D.

Fur n=1 haben wir die Startwerte(A1 =0, Ya = 0, X, = 0, Yp, =1

Dann gilt die Rekursion;

-1 -1
g, =3 (a, +8,) Ve =5 0a, *+ Ve, )
— _\2 —
XAt = XBy ¥ \]1 YBu YA = 0
Fur die Verhaltnissew aufeinander folgender Abschnitte auf der horiziemaAchse ergibt sich der
A+l “An
Reihe nach:
0. 6180339887
0. 9491823104
0. 9880574285
0. 9970566257
0. 9992667273
0. 9998168414

Zu Beginn haben wir den schon berechneten Gold&udmitt. Anschliefend ndhern sich die Verhaltnissier
rasch dem Wert 1 an, was ja auch aus geometrisghierden klar ist.

Zu Aufgabe 4: Mit einer zur Aufgabe 1 analogen Rechnung ergdit:s

ool
N

)>|U)
wnim
Nl

N
S

Interessant ist, dass wir eine schone rationalé &dalten, wogegen der Goldene Schnitt der Aufdadas Para-
debeispiel einer irrationalen Zahl ist.

Zu Aufgabe 5: Fur den dritten Punkt auf derAchse erhalten wir diE—Koordinategﬁ =0.992%1.

Zu Aufgabe 6: Mit einem zur Aufgabe 3 analogen Vorgehen ergitit der Reihe nach:

.5

. 8664640249
. 9374546074
. 9677409705
. 9826535505
. 9904770352

[elelololoNe)

Zu Aufgabe 7: Wir arbeiten mit der Parameterdarstellung:

x@):t—tanh(t)ﬂ-%h,%)) y(t)=$r(t)
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. . . _sinh(t) | 4 y )
Der zum Parametargehtrende KurvenpunkB, hat also die Koordinates (t osi) —cosf(t)) . Fir den Tan

gentialvektor erhalten wir durch Ableiten:

( sinh(t))) (1-—1 ) (sint?(t))
g(t_cosr;%)))J: ' cosff (t) | costf(t)

dt
{ d 1 -sinh(t) |~ —sinh(t)
dt cosHt) costt (t) costf ()

Daraus ergibt sich fiir die Tangente im PuBktdie Parameterdarstellung (mit dem Paramster

smh(t) smh2 ® 1 sinh(t)
t- = -
% (8)= COSKt) S cost? ®) %(s) cosH(t) S cost? ®
Fir den Schnittpunk#y der Tangente mit derAchse haben wir die Bedingung:

Wt (S) = coslt(t) -S CSOIZ:;(t(z) = 0 = S= Z?nsf‘rg))
cost(t)) _, sinh(t) . cosHt) sint?(t) _
Wegen ( sinh(t)) =t- cosH(t) * sinh(t) cosi? (1)

erhalten wir furA, die sehr einfachen KoordinateR (t |O) Der Parametdrgibt den vom Hundehalter zurlickge-
legten Weg an. Fur die Lange des TangentenabsehBitf\ ergibt sich:

\/(t_(t s.nh(t)\) (01 \2:\/sinh2(t)+ ) :\/cosr%(t):
U cost(t)) 0 cosH(t)) costf(t) costf(t) '\ cost(t)

Der Tangentenabschnitt hat also unabhangig vormitdest die konstante Lange 1.
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