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Steffen Juskowiak

Differenzen- und Differentialgleichungen — ein Lernangebot
zur Forderung mathematisch interessierter SchiilerInnen

In diesem Artikel wird ein Lernangebot zur Férderung mathematisch interessierter Schiilerinnen und Schiiler
vorgestellt, das ausgehend von arithmetischen Folgen iiber Differenzengleichungen einen Bogen zu den Diffe-
rentialgleichungen spannt. Zielgruppe dieses Lernangebots sind Lernende am Ende der Sekundarstufe I und
dltere Schiiler* aus dem gymnasialen Bereich oder vergleichbaren Schulformen. Das Lernangebot gliedert sich
dabei in vier thematische Blocke: Zunichst werden kurz arithmetische und geometrische Folgen behandelt, um
insbesondere im Bereich der arithmetischen Folgen die Grundlagen fiir die sich anschlieBende Betrachtung von
Folgen mit konstanten zweiten und hoheren Differenzen zu legen. An diesen zweiten Themenblock, in dem auch
der Zusammenhang zwischen Polynomen und den Folgen mit konstanten hoheren Differenzen betrachtet wird,
schlieft sich ein Abschnitt iiber Differenzengleichungen an. Nachdem hier das Losen von Differenzengleichun-
gen am Beispiel der Tilgungsgleichung geiibt wurde, ist es moglich, mit einer so genannten Schwefelbahn auf-
gezeichnete Bewegungsabldufe auszuwerten und die Bewegungsgesetze fiir eine gleichformige und eine gleich-
méBig beschleunigte Bewegung herzuleiten.

Neben diesen einfachen mechanischen Bewegungen bietet z. B. auch die Schwingung eines Fadenpendels die
Maglichkeit, mathematische Inhalte an einfachen, leicht zu verstehenden physikalischen Phdnomenen zu moti-
vieren. Dieses Potenzial wird im vierten und letzten Teil des Lernangebots ausgenutzt, in dem bei der Untersu-
chung der Schwingung eines Fadenpendels der Ubergang von Differenzen- zu Differentialgleichungen vollzogen
wird. Daran schlie3t sich eine weitere Untersuchung der freien ungeddmpften, gedimpften und erzwungenen
harmonischen Schwingung an. AnschlieBend wird noch ein Uberblick iiber eine mégliche thematische Weiter-
fiihrung des Lernangebots gegeben.

Ein Ziel des starken Bezuges der letzten beiden Themenblocke zur Physik ist, den Lernenden zu zeigen, ,,was
Mathematik alles kann®, ihnen also die Rolle der Mathematik auch bei einfachen physikalischen Phénomenen zu
verdeutlichen. Des Weiteren konnen die beiden letzen Themenblocke dazu dienen, das Interesse der Lernenden
an der Physik zu wecken. Besonders geeignet fiir beiden Ziele scheint insbesondere die zunéchst unwirklich
erscheinende Zerstorung der TACOMA NARROWS BRIDGE zu sein.

Maglichkeiten zur Umsetzung des beschriebenen Lernangebots sind z. B. eine mathematisch orientierte Arbeits-
gemeinschaft, die im Rahmen des an vielen Schulen vorhandenen Arbeitsgemeinschaftsangebotes stattfindet
oder eine von solch einem Rahmenprogramm unabhingige regelméflige Zusammenkunft von mathematisch
interessierten Lernenden und Lehrenden. Je nach verfiigbarem Zeitrahmen sollte sich die Dauer des Angebots
dabei iiber ein halbes oder ein ganzes Schuljahr erstrecken. Vorteilhaft fiir eine zeitlich flexible Gestaltung des
Lernangebotes ist, dass der Themenblock zu den Folgen mit konstanten zweiten und hoheren Differenzen trotz
der darin vorgesehenen mathematisch interessanten Inhalte ohne groBe EinbuBlen fiir den weiteren Gang des
Lernangebots weggelassen werden kann. Ebenso ist es moglich, dass sich das Lernangebot thematisch nur auf
die arithmetischen Folgen und die Folgen mit konstanten zweiten und héheren Differenzen beschrankt und somit
die Themenblocke iiber Differenzen- und Differentialgleichungen trotz der physikalisch interessanten Hinter-
griinde weggelassen werden.

Im Folgenden werden nun die Inhalte vorgestellt, deren Behandlung sich m. E. anbietet. Der Leser findet dabei
am Ende der jeweiligen Abschnitte ausgew#hlte Ubungsaufgaben einschlieBlich Losungshinweisen zur Bearbei-
tung bzw. weiteren Festigung des Themas.

* Im folgenden Text wird lediglich aus Griinden der Vereinfachung anstelle von Doppelbezeichnung die minnliche Schreibweise verwendet.
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1. Arithmetische und geometrische Folgen

1.1 Inhaltliche und didaktische Anmerkungen
Dem Leser ist sicherlich bekannt, wie arithmetische und geometrische Folgen definiert sind:

Definition 1.1:
Eine Folge (a,) heifst arithmetische Folge, wenn fiir alle n € N das Folgeglied a,,, aus dem Folgeglied a,

durch Addition einer Konstanten d hervorgeht, wenn also a,,, = a,+d mit d = konst. gilt.
Eine Folge (a,) heisit geometrische Folge, wenn fiir alle n e N das Folgeglied a,,, aus dem Folgeglied a,
durch Multiplikation mit einem konstanten Faktor q hervorgeht, wenn also a,,, =q-a, mit q =konst.# 0 und

a, #0 gilt. (vgl. SCHMID / SCHWEIZER [1])

Leider kann dieser Kenntnisstand bei Schiilern der 10. Klassen auch am Gymnasium nicht mehr vorausgesetzt
werden, denn inzwischen sind Folgen und Reihen nicht mehr in allen Bundeslédndern verpflichtend als Lehrinhal-
te vorgesehen (vgl. z. B. HESSISCHES KULTUSMINISTERIUM [1], NIEDERSACHSISCHES KULTUSMINISTERIUM [1],
SACHSISCHES STAATSMINISTERIUM FUR KULTUS [1]). Da jedoch Vorkenntnisse zu arithmetischen Folgen, insbe-
sondere fiir den Themenblock iiber Folgen mit konstanten zweiten und hoheren Differenzen, zwingend notwen-
dig und auch fiir die Behandlung der Differenzengleichungen niitzlich sind, miissen mit den Schiilern eingangs
die Grundlagen zu arithmetischen Folgen erarbeitet werden.

Dazu z#hlt neben der Definition arithmetischer Folgen auch das Herleiten der expliziten Bildungsvorschrift
a, =a,+(n-1)-d aus der rekursiven. Je nach Zeitrahmen bietet es sich hier an, einen Exkurs iiber die Beweis-

methode der vollstdndigen Induktion nach n einzufiigen, die sich an dem Beispiel der expliziten Bildungsvor-
schrift gut einfiihren l&sst.

1.2 Aufgaben

Zu arithmetischen Folgen ldsst sich bekanntermaflen eine Vielzahl von reinen Berechnungsaufgaben finden, in
dem man drei der vier Variablen in der expliziten Bildungsvorschrift vorgibt und die fehlende berechnen lasst.
Interessanter als diese rein innermathematischen Aufgaben sind jedoch Aufgaben, die sich an tatséchlich oder
fiktiv auftretenden Phinomenen orientieren. Zwei Beispiele dafiir sind:

1.2.1)  Im Erdinnern wéchst die Temperatur pro 100 m Tiefe um 3 °C. In 25 m Tiefe betrdgt die Tem-
peratur 10 °C. (a) In welcher Tiefe betrdgt die Temperatur 70 °C ? (b) Welche Temperatur muss
ein Bergmann in einem etwa 1000 m tiefen Stollen aushalten?

1.2.2) Eine Eisenbahngesellschaft betreibt in einer durch ausgedehnte Waldgebiete geprigten Region er-
folgreich eine Bahnlinie. Nach den schweren Sturmschéden in den letzten Jahren sind noch grof3e
Mengen Sturmholz abzufahren. Im Verlauf der Bahnstrecke stehen insgesamt 15 Nebengleise fiir
die Beladung von Wagen zur Verfligung, auf denen jeweils drei vierachsige Wagen abgestellt wer-
den konnen. Aufgrund der Dienstvorschriften darf ein Zug auf der Strecke nicht mehr als 92 Ach-
sen haben. Wie viele Nebengleise konnen mit einer Zugfahrt ,,geleert werden, wenn jeder Zug ei-
nen zweiachsigen Aufenthaltswagen fiir das Rangierpersonal mitfiihrt?

Diese Aufgaben lassen sich, wie auch die folgende, auch ohne die explizite Verwendung von Bildungsvorschrif-
ten von (arithmetischen) Folgen 16sen. Jedoch sind diese und &hnliche Aufgaben nach Meinung des Autors gut
geeignet, um den Umgang damit zu iiben. Eine Aufgabe, zu deren Losung sich die Verwendung sowohl einer
arithmetischen als auch einer geometrischen Folge anbietet, findet sich bei MULLER-FONFARA / SCHOLL [1] (vgl.
Seite 366):

1.2.3) Ein Baggersee von 1200 m? Grofie wird weiter ausgebaggert und wichst dadurch jede Woche um
600 m?. Eine Algenart bedeckt zu Beginn der Baggerarbeiten 1 m?> Wasserfliche. Die mit Algen

bedeckte Fliche verdreifacht sich jede Woche. Als dies einer der Bauarbeiter feststellt, sagt er:
,,Bald wird der ganze See mit Algen iiberwuchert sein!“ Hat er Recht?
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Losungshinweise:

zu1l.2.1) Als arithmetische Folge fiir die Beschreibung der Temperaturzunahme findet man
a, =10°C+(n-1)-3°C, wobei n ein Hundertstel der um 25 m verringerten Tiefe angibt. So-

mit herrscht in 2125 m Tiefe eine Temperatur von 70 °C und ein Bergmann muss in einer, fiir
Bergwerke nicht ungewohnlichen, Tiefe von 1025 m eine Temperatur von 37 °C aushalten.

zu 1.2.2)  Die Bildungsvorschrift der die Achsanzahl der Ziige beschreibenden arithmetischen Folge lautet
a, =2+(n-1)-12, wobei n die Anzahl der vollstindig geleerten Nebengleise ergibt. Entspre-

chend konnen die Wagen aus sechs Nebengleisen vollstdndig in einen Zug aufgenommen werden.
Ein weiteres Nebengleis konnte nur zur Hélfte geleert werden.

zu 1.2.3) Die Ausbaggerung des Sees wird durch die arithmetische Folge a, =1200 m?+ (n—1)-600 m?

beschrieben. Das Algenwachstum erfolgt gemaf3 der geometrischen Folge b, =1 m?-3" . In beiden

Folgen gibt n die Wochen an, wobei n =1 fiir die erste Woche der Baggerarbeiten steht. Durch
das Berechnen und evtl. Auftragen von a_ und b, gegen n erkennt man, dass ab dem Ende der

achten Woche die von den Algen bedeckte Fliache groBer als die des Sees ist. Hieran kann und
sollte sich eine Diskussion anschlielen, in wie weit eine solche Wachstumsmodell fiir die Algen
sinnvoll und realistisch ist.

2. Folgen mit konstanten zweiten und hoheren Differenzen

2.1 Folgen mit konstanten zweiten Differenzen

Aufbauend auf den arithmetischen Folgen bzw. der Behandlung von Zahlenfolgen iiberhaupt bietet es sich bei
der Gestaltung des Lernangebots an, Folgen zu betrachten, die auf den ersten Blick bzgl. der Differenzen zwi-
schen den Folgegliedern keiner Regel zu gehorchen scheinen. Dafiir ist die Betrachtung der folgenden dreidi-
mensionalen Figuration geeignet:

Ein Wiirfel der Kantenldnge 1 LE, im Folgenden als Einheitswiirfel bezeichnet, wird so mit weiteren Einheits-
wiirfel umbaut, dass ein Wiirfel der Kantenldnge 3 LE entsteht. Dieser Wiirfel wird wiederum so mit Einheits-
wiirfeln umschlossen, dass der néchst groBere Wiirfel entsteht usw.. (vgl. HEINRICH [1])

Abb. 1 Abb. 2 Abb. 3

Betrachtet wird nun die Zahlenfolge der Anzahlen von Einheitswiirfeln, die zum Bau des jeweils néchst groeren
Wiirfels zum bereits vorhandenen Wiirfel hinzugefiigt werden miissen. Mit anderen Worten sind also die Anzah-
len der Einheitswiirfel, die zum Bau von Hohlwiirfeln der Kantenldnge 3 LE, 5 LE, 7 LE usw. benétigt werden,
gesucht.  Als  geilibter =~ Mathematiker  findet man  schnell  heraus, dass die  Folge
(a,)=(26, 98, 218, 386, 602, 8606, ...) entsteht, bei der es sich offensichtlich nicht um eine arithmetische Folge

handelt.
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Die mathematische Neugier verleitet jedoch dazu, es nicht bei der Bildung der ersten Differenzen zu lassen,
sondern auch die Differenzen der Differenzen der Folgeglieder zu bilden. Man erhilt dann folgendes Schema:

Zahlenfolge : (a,)= (26, 98, 218, 386, 602, 866, ...)
Erste Differenz:  (al”)= ( 72, 120, 168, 216, 264, .Y
Zweite Differenz: (af)) = ( 48, 48, 48, 48, )

(Die Notation, die k-te Differenzenfolge mit (a!)) zu bezeichnen, wurde von DURR / ZIEGENBALG [1] iiber-

nommen. Allgemein werden die Folgeglieder der k-ten Differenzen definiert als: a{* :==a{;" —a{*™" )

Derartige Zahlenfolgen werden als arithmetische Zahlenfolgen zweiter Ordnung (vgl. HEINRICH [1]) oder auch
als Folgen mit konstanten zweiten Differenzen (vgl. DURR / ZIEGENBALG [1]) bezeichnet. Eine mogliche Defini-
tion ist:

Definition 2.1:
Eine (Zahlen-)Folge (a, ), bei der die zweiten (k-ten) Differenzen der Folgeglieder konstant sind, heifst arithme-

tische (Zahlen-)Folge zweiter (k-ter Ordnung) oder Zahlenfolge mit konstanten zweiten (k-ten) Differenzen.

Analog zu arithmetischen Folgen (erster Ordnung) ist es bei den arithmetischen Folgen zweiter Ordnung leicht
mdglich, ausgehend von (a!”) und a!” die entsprechende Folge (a,) zu finden. Dieses Vorgehen ist jedoch

sehr miihselig. Angenehmer wire es, eine allgemeine explizite Bildungsvorschrift analog zu a, =a, +(n—-1)-d
zur Verfligung zu haben. Diese soll hier nun hergeleitet werden.

Die allgemeine rekursive Bildungsvorschrift fiir arithmetische Folgen zweiter Ordnung lautet a, =a_, +a!’, .

m_ @

n n-1

) mit a

O] 2
anfl +an 1

Analog gilt fiir die ersten Differenzen a = konst.. Somit ist die Folge der ersten Diffe-

renzen eine arithmetische Folge, woraus sich direkt al” =a!” +(n—1)-a® bzw. a’, =a’ +(n—-2)-a® ergibt.

n n-1

Fir a, folgt daraus a, =a,_, +a”+(Mn-2)-a” bzw. a,  ,=a _,+a”+(n-3)-a” und

_ o @)
a, ,=a,,+a’ +(n-4)-a”’.

n

Setzt man nun a,, und a,, in a, ein, erhdlt man nach Umordnen und Zusammenfassen schlieBlich
a,=a,,+3-a" +((n-4)+(n-3)+(n-2))-a;” . Dies lisst den induktiven Schluss zu, dass fiir a,

a,=a,+(n-1)-a’ +(1+2+..+(n-2))-a}”

n-2
=a, +(n—1)~ail) -i{ i)afz)
1

=a, +(n—l)~ail) I (n_l)'z(n_z) ~a§2)
—a, + (n-1) -af” n (n-1)-(n-2) _aiz)
1! 2!
gilt. Natiirlich bedarf es noch eines Beweises, dass das tatsdchlich der Wahrheit entspricht. Dieser erfolgt {iber
vollstdndige Induktion nach n:

Induktionsanfang: Betrachtet wird hier die bei der Hohlwiirfelbildung entstehende Folge:
a, =26, a’ =72, a¥ =48
Einsetzen dieser Anfangswerte in die zu beweisende Bildungsvorschrift ergibt
a,=26+(mn-1)-72+1-(n-1)-(n-2)-48
=26+72n—72+24-(n* —3n+2)
=24n’ +2
bzw. a, =26, a, =98 und a, =218 und somit richtige Werte fiir die Folgeglieder.

Induktionsvoraussetzung: Fiir ein beliebiges ne N gelte a, =a, +(n-1)-a’ +1-(n-1)-(n-2)-a}”
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Induktionsschluss: Aus der rekursiven Bildungsvorschrift a , =a +a’ erhdlt man mit

a’ =al’ +(n-1)-a® direkt a,,, =a, +a!"

n

+(n-1)-a”. Unter Ausnutzung der Induktionsvoraussetzung kann
a,,, wie folgt berechnet werden:

a,, =a+(n-1-a"+L-(n-1)-(n-2)-a” +al” +(n-1)-a®
=a,+n-a”+L-(n-1)-(n-2)-a” +1.2-(n-1)-a?
=a,+n-a”+L-(n-1)-(n-2+2)-a”
=a,+n-a”+L-(n—1)-n-a?
=a,+((n+D-1)-a” +L-((n+D)-1)-((n+1)-2)-a”.

Damit ist der Sachverhalt bewiesen.

2.2 Hohere Differenzen

Analoge Rechnungen fiir arithmetische Folgen 3. und 4. Ordnung liefern
a e 07D 0, (D@D o @-D(-2):(0-3)
1! 2! 3!
—a+ (n-1) ~a§1) N (n-1)-(n-2) ‘aiz) N (n-1)-(n-2)-(n-3) ~af3) N (n-1)-(n-2)-(n-3)-(n—4) -ai‘”.
1! 2! 3! 4!
Es liegt somit die Vermutung nahe, dass fiir arithmetische Folgen k-ter Ordnung die folgende explizite Bil-
dungsvorschrift gilt:

al” bzw.

a

C—a+ (n-1) a0+ (n—-1)-(n—-2) a4t (n-1)-(n-2)-...-(n-k) a®

1! 2! k!
Diese lasst sich ebenfalls durch vollstdndige Induktion nach n beweisen (vgl. DURR / ZIEGENBALG [1]). Auf
diesem Beweis soll hier jedoch zu Gunsten eines anderen Themas verzichtet werden:

a

Dem mathematisch geschulten Leser wird bereits aufgefallen sein, dass es sich allgemein gesprochen bei den
expliziten Bildungsvorschriften zu arithmetischen Folgen k-ter Ordnung um Polynome vom Grade k in n han-
delt. In der Tat ldsst sich dieser Zusammenhang ebenso wie seine Umkehrung beweisen, so dass man schlielich
zu folgendem Satz gelangt:

Satz 2.1:
Sei (a,) eine Zahlenfolge. Diese Zahlenfolge (a,) ist genau dann eine arithmetische Folge k-ter Ordnung,

wenn die explizite Bildungsvorschrift fiir die Folgeglieder a, als ein Polynom vom Grade k in n mit den Kon-
stanten c,, ¢, ,, ..., ¢, und c, darstellbar ist:
a,=c, - +c ! +..+¢, -n’ +¢ n+c.

(vgl. DURR / ZIEGENBALG [1]).

Dieser Satz bietet die Moglichkeit, sehr schnell eine arithmetische Folge beliebigen Grades aufzustellen, falls
nur das Anfangsglied a, der Folge interessiert und die Differenzen nicht von Belang sind. Das Anfangsglied a,

ist dann die Summe der Konstanten ¢, bis c, .

Im folgenden Abschnitt werden nun mehrere Aufgaben dargestellt, mit denen eine Einfiihrung der eben darge-
stellten Inhalte mdglich ist.

2.3 Aufgaben

Wie bereits eingangs erwihnt, eignet sich die Folgenbildung bei der Konstruktion von Hohlwiirfeln zur Einfiih-
rung in das Thema der arithmetischen Folgen hoherer Ordnung. Nach der Vorstellung der Figuration kénnen zur
Erarbeitung der grundlegenden Inhalte die folgenden Aufgaben eingesetzt werden

2.3.1)  Ermittele die ersten sechs Glieder dieser Zahlenfolge.
2.3.2) Gib eine explizite Bildungsvorschrift an.
2.3.3) Welche Art Zahlenfolge liegt vor? Entdeckst Du eine Besonderheit?
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Ziel der Aufgabe (2.3.2) ist es natlirlich nicht, dass die Schiller die Bildungsvorschrift
a,=a,+(n-1)-a’ +1-(n—1)-(n-2)-a® herleiten. Vielmehr soll bei dieser Aufgabe die konkret auf die geo-
metrische Situation bezogene Bildungsvorschrift a, = (2n+1)’ —(2n—1)’ hergeleitet werden. Konnten die Schii-

ler bei Aufgabe (2.3.1) bereits die ersten sechs Glieder der Zahlenfolge ermitteln, stellt die Aufgabe (2.3.2) le-
diglich eine Verallgemeinerung des Rechenvorgangs dar und sollte daher leistbar sein.

Zur die Forderung des Verstidndnisses der Schiiler fiir den Aufbau von arithmetischen Zahlenfolgen zweiter und

M a® ysw. selber wihlen zu lassen und

hoéherer Ordnung bietet es sich an, die Schiiler die Anfangswerte a,, a;’, a,

daraus eine arithmetische Zahlenfolge entsprechender Ordnung berechnen zu lassen. Diese eher miihselige Ar-
beit kann weiterhin dazu dienen, dass Herleiten einer allgemeinen expliziten Bildungsvorschrift zu motivieren.

Bei dieser Herleitung sollte bereits deutlich werden, dass die explizite Bildungsvorschrift einer arithmetischen
Folge k-ter Ordnung ein Polynom k-ten Grades ist. Eine anschauliche Herleitung der Umkehrung dieses Zu-
sammenhangs ldsst sich durch folgende Aufgaben erzielen:

2.3.4) Denk Dir ein Polynom dritten Grades (fiir n) aus: z. B. f(n)=n’ +...
2.3.5) Berechne die ersten sechs Funktionswerte (1), f(2), ...
2.3.6) Was fiir eine Folge bilden diese Funktionswerte?

3. Differenzengleichungen

3.1 Zum Begriff der Differenzengleichung

Um nun aufbauend auf den bisher erarbeiteten Erkenntnissen zum Themenblock iiber Differenzengleichungen
iiberzugehen, bietet es sich an, nochmals die rekursive Bildungsvorschrift fiir arithmetische Folgen (erster Ord-
nung) zu betrachten, jetzt jedoch mit k als Laufvariable und y statt a: y,,, =y, +d . Umstellen der Gleichung zu

Vi — ¥, = d liefert schnell eines der einfachsten Beispiele fiir eine Differenzengleichung, die z. B. nach DURR /
ZIEGENBALG [1] wie folgt definiert ist:

Definition 3.1:
Eine Gleichung, die eine Beziehung zwischen den Werten einer Folge (y, )._, ,; anje (n+1) aufeinanderfol-

genden Stellen y, , ..., y,,, herstellt, heif3t Differenzengleichung (DG) der Ordnung n.

Entsprechend dieser Definition handelt es sich bei y,,, —y, =d um eine Differenzengleichung erster Ordnung.

Weitere Beispiele fiir Differenzengleichungen sind
Q) Vi 2Y,tY,=2mity=1,y,=4 (Folge der Quadratzahlen)

b) vy, -V, =24+48k mit y, =26 (Folge der Hohlwiirfel aus 2.1)
¢) i, +e =sink,

wobei (b) und (c) jeweils wieder Differenzengleichungen erster Ordnung sind und (a) eine Differenzengleichung
zweiter Ordnung ist.

Fiir den Verlauf des Lernangebots bietet es sich an, ebenfalls diese Beispiele zu verwenden, da damit zum einen
die Begriffe der Ordnung der Differenzengleichung eingeiibt werden und zum anderen ein fliissiger Ubergang zu
weiteren notwendigen Definitionen geschaffen wird: Bereits beim Beispiel (b) tauchen neben einer Konstanten
nicht mehr nur die verschiedenen Folgeglieder y,, in der Differenzengleichung auf, sondern auch ein von k

abhingiger Term. Im Beispiel (c) tritt das Folgeglied y, sogar als Argument einer Funktion auf. Folgend Defini-
tion ist daher sinnvoll:

Definition 3.2:
Sei neN und seien f,, ..., f,, g: N—>R Funktionen, wobei f,(k)#0, f,(k)#0 seien. Dann heift die

Differenzengleichung der Form
fn(k)'yk+n + _f;z—l(k).yk+n-1 +---+fz(k)'yk+2 +f1(k)'yk+1 + f;)(k)yk = g(k)
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linear und hat die Ordnung n. Verschwindet g(k), so heifit die Differenzengleichung homogen, anderenfalls
inhomogen. Sind alle Koeffizientenfunktionen f;(k) konstant, so spricht man von einer Differenzengleichung

mit konstanten Koeffizienten.

(vgl. DURR / ZIEGENBALG [1]) Nach dieser fiir den weiteren Gang unabdingbaren Definition sollte auf die Be-
deutung von Differenzengleichungen eingegangen werden. Die Schiiler werden aufgrund ihres bisherigen Unter-
richts vermutlich der Ansicht sein, dass Gleichungen ,,lediglich“ dazu dienen, Variablen zu bestimmen. Daher ist
es notwendig, z. B. anhand der arithmetischen Folge deutlich zu machen, dass die Losung einer Differenzenglei-
chung keine Zahl, sondern stets eine Zahlenfolge ist. Zwar wiirde es sich hier auch anbieten, die Anzahl der fiir
eine eindeutige Bestimmung der Bildungsvorschrift einer Zahlenfolge notwendigen Randwerte zu thematisieren.
Es erscheint mir jedoch sinnvoller, dies im Zusammenhang mit der tatsdchlichen Losung einer Differenzenglei-
chung zu tun, wie sie hier im Kapitel 3.2 und 3.3 zu finden sind.

3.2 Ein Beispiel zur Losung von Differenzengleichungen

Ankniipfend an die vorausgegangenen theoretischen Betrachtungen zu Differenzengleichungen sollte sich nun
die Betrachtung eines Beispiels fiir die Anwendung einer Differenzengleichung aus dem Alltag anschlieBen. Gut
geeignet ist hierfiir die mathematische Untersuchung einer Kredittilgung am Beispiel eines Auto- oder Hauskau-
fes. Der Autokauf bietet den Vorteil, dass aktuelle Daten zu Zinssitzen und Anzahlungen mit geringem zeitli-
chen Aufwand tiber die Internetseiten der bekannten Autohersteller beschafft werden konnen. Betrachten wir
hier die Kreditfinanzierung fiir den Kauf eines Kompaktwagens zum Preis von 20.500,- € mit 5.150,- € Anzah-
lung bei einem Jahreszins von 5,90 %. Ausgegangen wird dabei von einer Zahlungsperiode von einem Monat,
wobei die gezahlten Betrdge erst am Jahresende auf das Darlehn angerechnet werden. Die Zahlungen erfolgen
vorschiissig, so dass zum Inkrafttreten des Finanzierungsvertrages zusétzlich zur Anzahlung auch die erste Mo-
natsrate féllig wird. Ein entsprechendes Aufgabenblatt findet der Leser im Anhang.

Bevor mit der eigentlichen Arbeit zur Losung des Problems durch das Entwerfen der Differenzengleichung und
deren Losung begonnen werden kann, muss zunéchst geklart werden, wie hoch die monatlichen Raten bzw.
entsprechend die jahrliche Gesamtrate mindestens sein muss und auf welchen Wert diese Raten tatsdchlich fest-
gelegt werden sollen.

In unserem Beispiel muss die jéhrliche Gesamtrate mehr als 15.350 €-0,059 =905,65 € betragen, da sonst

lediglich die Zinsen bezahlt werden oder gar die Schulden noch wachsen. Sinnvoll erscheint ausgehend von
einer monatlichen Raten von R,, =350 € eine Jahresrate von R; =4.200 € . Nach den erste zwolf Monatsraten

sind damit vom urspriinglichen Darlehn y, =15.350 € noch

vy, =(1+3)-y,—R, =1,059-15.350 € —4.200 € =12.055,65 €
abzubezahlen. Ausgehend von dieser Beispielrechnung fillt es nicht schwer, eine allgemeine rekursive Formel
fiir die nach der vorschiissigen Zahlung von (k+1) Jahresraten (aufgeteilt in je zwolf Monatsraten) bestehende
Restschuld y, ., aufzustellen, wenn die Restschuld y, , ein effektiver Jahreszins p und die Jahresrate R, gege-
ben sind:

Y :(1+%)'yk_RJ'

Da es eine Vielzahl von Prozessen gibt, die durch zu dieser rekursiven Gleichung dhnliche Gleichungen be-
schrieben werden, ist es sinnvoll, vor der Losung zunichst ein paar Verallgemeinerungen vorzunehmen: Sei

A =1+ und B:=-R ;. Man erhilt dann die zu I6sende Gleichung

Yin =AYy +B,
die so genannte Tilgungsgleichung.

Im Fall A =1 fillt die Lésung der Tilgungsgleichung nicht weiter schwer. Hier kann auf die explizite Bildungs-
vorschrift fiir arithmetische Folgen zuriickgegriffen werden: y, =y, +(k—1)-B. Der Fall A =1 entspricht einer

Finanzierung des Autokaufs zu einem Jahreszins von 0%, was bei manchen namhaften Autoherstellern inzwi-
schen zur Erhohung der Verkaufszahlen nicht ungewohnlich ist.
Ist jedoch p >0, kann die Losung der Tilgungsgleichung nicht so einfach erfolgen. Vielmehr ist es zum Auffin-

den der Losung sinnvoll, sich zunéchst die rekursive Entwicklung der Werte y, vor Augen zu fiihren:
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y, = konst.

y,=Ay,+B

y,=A-y,+B=A-(A-y,+B)+B=A" .y, +AB+B
y,=A-y,+B=A-(A’-y,+AB+B)+B=A’ -y, +A’B+ AB+B
v,=A-y,+B=A-(A’-y, +A’B+AB+B)+B=A" -y, +A’B+A’B+ AB+B.

Eine induktive Verallgemeinerung dieser fiir y, bis y, gewonnenen expliziten Bildungsvorschrift zu y, er-
scheint nun nicht mehr schwierig:
v, =A%y, +A"'B+A"’B+..+ A’B+ AB+B
=A"y, +(A"+ A+ L+ AT +A+])-B.

Zum exakten Nachweis ist auch hier ein Beweis durch vollstindige Induktion nach n notwendig. Dieser kann
von den Schiilern beispielsweise als Ubung durchgefiihrt werden.

Mit der Summenformel fiir die endliche geometrische Reihe’ erhilt man schlieBlich

k
A“‘]+Ak‘2+...+A2+A+1=1 A
und somit
1-A*
=A"-y, + ‘B
Yy Yo 1—A

als Losung der Tilgungsgleichung fiir den Fall A #1 bzw. p > 0. (vgl. DURR / ZIEGENBALG [1])

Bezogen auf unser Finanzierungsbeispiel fiir das Auto bedeutet dies:
1-1,059"

1 |
y, =1,059*.15.350 € — -4.200 € =1,059* -15.350 €—&-4.ZOO €

Nach wie vielen Jahren ist das Auto nun vollstindig bezahlt? Zur Beantwortung dieser Frage muss zunichst das
k berechnet werden, fiir das y, noch positiv ist.

Zunidchst wird das x e R mit y,_ =0 berechnet:

1,059* -1

0=1,059"-15.350 € - -4.200 €

>

4200 € 4200 €
0,059 0,059
0~1,059" -15.350 €—1,059* - 71.186,44 € +71.186,44 €
1,059" -55.836,44 € ~ 71.186,44 €
1,059% ~ 1,27

1g1,27
1g1,059

X ~ 4,24

0=1,059"-15.350 €-1,059* -

X &

Fiir k =4 istsomitnoch y, >0: y, =959,85 € . Das Auto ist also nach 4 Jahresraten bzw. 48 Monatsraten und
einer Schlussrate von 959,85 € vollstindig bezahlt.

Weitere Aufgaben zur Tilgungsgleichung findet der Leser im Kapitel 3.4. Im Folgenden wollen wir uns nun der
Anwendung von Differenzengleichungen zur Beschreibung von Bewegungen zuwenden.

’ Eine endliche Reihe ist definiert als die Summe der Glieder einer endlichen Zahlenfolge (a,) . Eine endliche geometrische Reihe entsteht

entsprechend aus den  Gliedern einer endlichen geometrischen  Folge  (a,,q-a,,q°a,,..,q"a,). Es gilt dann

1—=g™ _ ol

a,+q-a,+q°-a,+..+q"-a =a, - N bzw. speziell fir a, =1: 1+q+q* +...+q" =

. (vgl. KEMNITZ [1])
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3.3 Differenzengleichung der gleichférmigen und gleichmifBig beschleunigten
Bewegung

Ein weiteres Beispiel zur moglichen Anwendung von Differenzengleichungen bietet die Untersuchung von
gleichformigen und gleichméBig beschleunigten Bewegungen mit der so genannten Schwefelbahn. Diese im
Folgenden beschriebenen, frither von der Dr. H. Kroncke OHG in Hannover hergestellten Fahrbahnen sind viel-
fach in den Physiksammlungen der Gymnasien einschlieBlich Zubehor vorhanden. Wie sieht nun der Aufbau
einer solchen Schwefelbahn aus?

Es handelt sich dabei um eine Fahrbahn, auf die ein Wagen aus Me-
tall aufgesetzt wird. Der Wagen wird auf der einen Seite durch eine
v-formige Metallschiene in der Spur gehalten. Die anderen beiden
Réder fahren auf einer isolierenden Plastikschiene. Unter dem Wa-
gen ist ein Schleifer befestigt, der auf einer schwarz eloxierten Alu-
minium-Schiene entlang schleift. Diese Aluminium-Schiene wird
iiber ein Anschlussbrett, in das zwei groe Widerstdnde eingebaut
sind, mit dem einen Pol einer Steckdose des normalen Stromnetzes
verbunden, die v-férmige Schiene mit dem anderen Pol der Steckdo-
se. Durch die groBen Widerstinde im Anschlussbrett besteht keine
Gefahr eines Stromschlages.

Auf die Aluminiumschiene wird nun Schwefelpulver aufgestreut.
Wird abschlieBend der Wagen auf der Schiene hin- und herbewegt,
ladt sich das Schwefelpulver durch die Reibung zwischen Schleifer
und Schiene negativ auf. (vgl. GROENEVELD [1]) Je nach der Polung
der an der Schiene anliegenden Spannung haftet nun das Schwefel-
pulver auf der Schiene oder nicht. Es entstehen Schwefelstreifen auf
der Aluminium-Schiene, die so genannten Zeitmarken. Da die Po-
lung der Spannung 100mal in der Sekunde, also alle 0,01 Sekunden,
wechselt, entspricht die Lange der Zeitmarken dem vom Wagen in
0,01 Sekunden zuriickgelegten Weg. Die Zeitmarken kénnen mit Abb. 4: Die Schwefelbahn
Hilfe eines Klebestreifens gesichert und

von der Schwefelbahn auf ein moglichst farbiges Blatt Papier iibertragen werden.

Der Einsatz der Schwefelbahnen bietet die Moglichkeit, die Lernenden ein Experiment selber durchfithren zu
lassen und somit auch zu einer Auflockerung des Lernangebots beizutragen. Mathematik und Physik kénnen hier
gegenseitig voneinander profitieren.

Mit der Schwefelbahn sollen die Schiiler eine Bewegung mit konstanter Geschwindigkeit, eine so genannte
»gleichformige Bewegung®, und eine gleichméBig beschleunigte Bewegung, also eine Bewegung mit konstanter
Beschleunigung, untersuchen. Dazu neigen die Schiiler den Versuchsaufbau zunéchst nur so stark, dass der Wa-
gen nach einem leichten Anstoen mit (moglichst) konstanter Geschwindigkeit auf der Fahrbahn entlangrollt.
Nach der Sicherung der Zeitmarken wird nun der Versuchsaufbau so stark geneigt, dass der Wagen mit einer
deutlichen Beschleunigung auf der Fahrbahn entlangrollt bzw. von selbst anrollt.

Ziel dieser Versuche ist es, auf Grundlage der gewonnen Zeitmarken mit Hilfe von Differenzengleichungen die
Bewegungsgleichungen fiir die beiden genannten Bewegungen herzuleiten.

Entsprechende Aufgabenblatter mit detaillierten Anweisungen zum Gebrauch der Schwefelbahn findet der Leser
im Anhang.
3.3.1 Gleichformige Bewegung

Fiihrt man den ersten Versuch, bei dem die Geschwindigkeit konstant bleiben soll, wie beschrieben durch, erhélt
man Zeitmarken dieser Form:

Abb. 5: Zeitmarken auf der Schwefelbahn bei Fahrt konstanter Geschwindigkeit

Mathematikinformation Nr. 54



61

Bezeichnet k die ,,Hausnummer* des Schwefelstreifens bzw. der Liicke, t, die am Ende des Streifens bzw. der
Liicke k seit Aufzeichnungsbeginn vergangene Zeit und s, den in dieser Zeit zuriickgelegten Gesamtweg, so
gilt hier offensichtlich As:=s, , —s, =konst. fiiralle ke N.

Die in den Zeiten t,, t,, t, zuriickgelegten Gesamtwege s,, s,, S,, ... bilden also eine die Bewegung des
Wagens beschreibende Zahlenfolge (s, ), die sich durch eine konstante Differenz zwischen den Folgegliedern
auszeichnet. Die Folge (s, ) ist somit eine arithmetische Folge bzw. eine Differenzengleichung erster Ordnung,
die gelost werden muss, um die Bewegungsgleichung des Wagens zu erhalten.

Da den Schiilern bereits die explizite Bildungsvorschrift einer arithmetischen Folge (erster Ordnung) bekannt ist,
fallt dies nicht weiter schwer. Mit dem in den ersten 0,02 s zuriickgelegten Weg s, erhilt man die Losung zu

s, =8, +(k—=1)-As.

Da wir jedoch auf der Suche nach einer von der Geschwindigkeit und der Zeit abhéngigen Bewegungsgleichung
sind, befriedigt diese Losung noch nicht. Erweitert man jedoch die Gleichung mit At:=t,, -t (V keN),

erhilt man s, =s, +(k—1)-2-At . Bei dem Quotienten 4= handelt es sich um die hier konstante Geschwindig-

keit (,,velocity) des Wagens: 4 =:v. Die die Bewegung des Wagens auf der Schwefelbahn beschreibende Glei-

At
chung lautet somit
s, =s,+v-(k=1)-At.

3.3.2 Gleichformige beschleunigte Bewegung

Beim zweiten Versuch, bei dem die Schwefelbahn so stark geneigt wird, dass der Wagen von selbst anfahrt,
entstehen Zeitmarken der folgenden Form:

L EREEEIRRRRRRRE R R R

Abb. 6: Zeitmarken auf der Schwefelbahn bei gleichmdfig beschleunigter Fahrt

Wie man deutlich sieht, nimmt die Breite der Zeitmarken bzw. der Liicken mit der Zeit bzw. von links nach

rechts zu. Die Differenzen s\’ :=s, ., —s, sind also sicherlich nicht mehr konstant. Fiihrt man den beschriebenen

Versuch nochmals mit einer hdufig in den Physiksammlungen der Schulen ebenfalls vorhandenen langeren De-
monstrationsfahrbahn oder mehreren aneinandergestellten normalen Fahrbahnen mit einer starken Neigung

durch, erhilt man nach meinen Erfahrungen Zeitmarken, die hinreichend genau sind, um eine numerische Aus-

2) 1) (1)

wertung der Versuchsergebnisse zuzulassen. Dabei zeigt sich, dass die zweiten Differenzen s,” =s,), —s,’ im

Rahmen der Messgenauigkeit konstant sind. Die Messwerte bilden also eine arithmetische Folge zweiter Ord-
nung.

Nach den Erkenntnissen, die wir in Kapitel 2.1 iiber arithmetische Folgen zweiter Ordnung gewonnen haben,
lautet die explizite Bildungsvorschrift dieser arithmetischen Folge

s, =s, +(k—1)-s® +w.sf)_

Was steht nun physikalisch dahinter? Wie schon beim ersten Versuch sind wir bestrebt, statt den Differenzen s!”

und s'” eine Geschwindigkeit, oder hier auch eine Beschleunigung, in s, einflieBen zu lassen. Wenden wir uns

zuniichst der ersten Differenz s\ zu:

5, 8§
At

Dabei ist v, die Durchschnittsgeschwindigkeit zwischen dem Beginn und dem Ende des ersten Schwefelstrei-

s =s, -5, = At=v,-At

fens. Aufbauend auf dieser Rechnung erhélt man
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s =5 -5 = v, - At—v, At = (v, —v,)-At = —(VZA_,[V‘) -(At)?
bzw.
(Vi V)
s@ =50 —g® = Yk 1At o (An?.
Der Term - bzw. =L beschreibt die Anderung der Geschwindigkeit mit der Zeit und wird in der Physik

,»Beschleunigung® genannt. Man bezeichnet sie mit ,,a “ fiir ,,acceleration”. Da s\’ (V keN) und At kon-
= konst. , so dass man
s =a-(At)’

erhilt. Die Bewegung des Wagens auf der Fahrbahn wird also in unserer diskreten Welt durch
(k-1)-(k-2)
2

stant sind, ist auch a =

Vit~V
t

s, =s,+v,-(k—=1)-At+a- -(At)?

beschrieben.

Welche Differenzengleichung wurde nun hier geldst, um zu diesem Ergebnis zu gelangen? Bekanntlich gilt
2 _ 2 _ .M 1) _ _ —
a-(A)" =87 =80 =8 =55 =8, = (S =8) =845 ~ Sy ~Si +8 =8y, — 28, +5,
Somit lautet die geldste Differenzengleichung
2
Skaz ~ 28, T8, =a-(At)".

3.4 Aufgaben

Zur Festigung der eingangs definierten Begriffe iiber Differenzengleichungen kann folgende Aufgabe dienen:

3.4.1)  Um was fiir Differenzengleichungen handelt es sich hier? Fiille die Tabelle aus!

. . . konstante . ggf. Inho-
9 ?
Differenzengleichung Ordnung | linear? Koeffizienten? inhomogen? ogenitit

Yirs = 2Yn 10y, -y, =0
T Vi +kL2'yk+] +kL3'Yk =k’

3k? “Vies -i—k-yi+1 +5k* Y, =5k

Bei der Verwendung dieser oder dhnlicher Aufgaben ist evtl. ein Hinweis angebracht, dass die Begriffe der Ho-
mogenitit der Differenzengleichung und der Linearitdt der Koeffizienten ebendieser nach der Definition 3.2 nur
fiir lineare Differenzengleichungen definiert sind und daher bei nichtlinearen Differenzengleichungen iiber die
Eigenschaften keine Aussagen getroffen werden konnen.

Nachdem mit der Tilgungsgleichung eine Differenzengleichung erster Ordnung betrachtet wurde, erscheint es
interessant, folgende Frage zu untersuchen:

3.4.2)  Wie viele Hasen werden jedes Jahr geboren, wenn jedes Paar jeden Monat ein weiteres Paar zeugt,
das zwei Monate spéter selbst Nachwuchs bekommt?
(vgl. SONAR [1])

Dariiber hinaus kann auch im Bereich der Tilgungsgleichung weitergearbeitet werden: Aufbauend auf deren
Losung ist es moglich, einen Angebot-Nachfrage-Zyklus zu betrachten, etwa zur mathematischen Beschreibung
der Preise fiir Schlachtschweine. Dieses Beispiel eignet sich insbesondere zur Untersuchung des Einflusses von
Parametern wie Anfangswerten und Vorfaktoren auf die Losung der Differenzengleichung (vgl. DURR / ZIEGEN-
BALG [1]). Da eine geeignete Darstellung dieser Aufgabe den Rahmen dieses Artikels sprengen wiirde, sei auf
das im Anhang stehende Arbeitsblatt mit Losungshinweisen verwiesen.
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Losungshinweise:
zu 3.4.1)
Differenzengleichung Ordnung | linear? km;,f;?:ntteef; ef- inhomogen? ggf.g:zili(;no-
Yirs = 2Yii 10y, — Y, =0 3 ja ja nein -
TV P Yty =K 2 ja nein ja K2
3k -y, s +k-yi, +5k -y, =5k 5 nein nicht definiert | nicht definiert | nicht definiert

zu3.4.2) Bei dieser Aufgabe ist es hilfreich, sich zunédchst klar zu machen, aus welchen Summanden die Anzahl der

Paare in einem Monat k zusammengesetzt ist:

im Monat k im Monat k —1

(Anzahl der Paare] 3 [Anzahl der Paare) . (Anzahl der Neugeborenen

im Monat k —1

im Monat k

im Monat k —2

~ (Anzahl der Paarej . (Anzahl der Paarej

Wird die Anzahl der Paare im Monat k mit y, bezeichnet, erhdlt man die rekursive Bildungsvorschrift der

Folge zu y, =y, ,+y,, mit den Randwerten y, =1 und y, =2. Unter Verwendung des Ansatzes

y, =m" erhilt man schlieBlich iiber die charakteristische Gleichung m* —m—1=0 zunéchst m,,, =

1445
2

und daraus das so genannte ,,Fundamentalsystem™ der Losungen der Differenzengleichung (vgl. SONAR

k k
[1]) zu vy, :(”f) und vy, :(%) . Die allgemeine Losung der Differentialgleichung lautet somit

144/5

k k
Y, =¢ ( > ) +c, (%) , wobei die Konstanten c,und ¢, nun noch durch die Randwerte y, und y,

spezifiziert werden miissen. Die Losung eines entsprechenden Gleichungssystems liefert die Folge der

Fibonacci-Zahlen zu

o [(1445) (1-45)
Yk_f B 17

als Antwort auf die gestellte Frage.

4. Einfiihrung von Differentialgleichung am Beispiel harmonischer

Schwingungen

tischen Folgen hoherer Ordnung und Differenzengleichungen

Nachdem sich das Lernangebot bis jetzt intensiv mit arithme-
@

beschéftigt hat, ist es nun an der Zeit, sich wie angekiindigt
mit Differentialgleichungen zu befassen. Ziel dieses Ab-
schnittes ist es, insbesondere homogene Differentialgleichun-
gen zweiter Ordnung zu 16sen und einen Ausblick auf inho-
mogene Differentialgleichungen zweiter Ordnung zu geben.

Um die Thematisierung zu motivieren, kann die Untersu-
chung der physikalisch eng miteinander verwandten freien
ungeddmpften, geddmpften sowie der erzwungenen Schwin-
gungen eines Fadenpendels dienen. Bei einem Fadenpendel
handelt es sich um einen sehr einfachen Versuchsaufbau: An
einem Faden wird ein Kugel befestigt und der Faden z. B. an
einem Haken so eingehingt, dass die Kugel nach einem An-
stoBen ungehindert schwingen kann.

Vor dem AnstoBen bewegt sich die Kugel (fast)
nicht; sie befindet sich in einer so genannten Ruhelage.

Abb. 7: Fadenpendel
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Wird die Kugel aus dieser Lage herausgestoBen, so
treibt die Erdanziehungskraft F, (,,Gravitations-

Authingung

kraft”, daher das G) sie wieder in die Ausgangslage
zurlick. Infolge ihrer Trégheit bewegt sich die Kugel
iiber diesen Punkt hinaus. Die Erdanziehungskraft
bremst sie nun ab und beschleunigt sie wieder in
Richtung der Ruhelage.

Bei fehlender Reibung wiirde sich diese Hinundher-
bewegung beliebig lange wiederholen. Obwohl die
Kugelform &uBlerst stromungsgiinstig ist, tritt doch
eine geringe Luftreibung auf, die die Schwingung 4 .
schlieBlich zum Erliegen bringt. Da diese Dampfung Ruhelage

der Schwingung jedoch sehr gering ist, hat es sich in R

der Physik durchgesetzt, das Fadenpendel als ein

Beispiel fiir eine fieie, ungedimpfte Schwingung Abb. §: Krifte am Fadenpendel
anzusehen.

Betrachten wir nun die Krifte, die auf die aus der
Ruhelage ausgelenkte Kugel wirken: Die Kompo-
nente von F;, die tangential zu der Bahn gerichtet

ist, auf der sich die Kugel bewegt, wird riicktreiben-
de Kraft F, genannt. Diese riicktreibende Kraft ist

direkt fiir die Beschleunigung bzw. fiir das Abbrem-
sen der Kugel wéhrend der Schwingung verantwort-
lich.

Ziel der folgenden Rechnung ist es nun, eine Bezie-
hung zwischen den in Abbildung 8 angegebenen
Kréiften und den in Abbildung 9 eingezeichneten
Streckenldnge herzustellen. Dafiir bietet es sich an,
zundchst das Verhéltnis der riicktreibenden Kraft und
der Gravitationskraft zu berechnen:

R

sing = Abb. 9: Streckenbezeichnungen zum Fadenpendel

G
(Da es sich bei F, um eine riicktreibende Kraft handelt, wird sie hier negativ angesetzt.)
Daraus folgt mit der im heutigen gymnasialen Physikunterricht bereits friih gelehrten Identitdt F, =m-g (m:
Masse, g: Erdbeschleunigung) F, =-—m-g-sin¢ . Wie kann nun sin¢ aus dieser Gleichung entfernt werden?

=

Betrachtet man Abb. 10, so fillt auf, dass sing = gilt. Fiir kleine Winkel ¢, die hier nur betrachtet werden

=
sollen, kann sing = 3 genéhert werden. Somit gilt fiir kleine Auslenkungen x aus der Ruhelage

FR =-m-g- % .
Da die riicktreibende Kraft F, im Rahmen dieser Ndherung proportional zur Auslenkung aus der Ruhelage ist,
spricht man von einer ,,harmonischen Schwingung*®.

Der letzte und entscheidende Schritt auf dem Weg zu der die Schwingung beschreibenden Differentialgleichung
ist nun, auszunutzen, dass jede Kraft als Produkt von Masse und Beschleunigung dargestellt werden kann:

F, = Masse - Beschleunigung =m-a.
Wie bereits im letzten Kapitel ausgenutzt, ist die Beschleunigung die Anderung der Geschwindigkeit mit der
Zeit: a =4 Die Geschwindigkeit v der Pendelkugel ist die Anderung der Auslenkung x mit der Zeit: v =4,
Daraus folgt, dass die Beschleunigung die zweite Ableitung des Weges nach der Zeit ist, die in der Physik zu-
meist mit X(t) bezeichnet wird. Somit ist

F, =m-%(t).
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Das Gleichsetzen der beiden fiir F, gewonnenen Gleichungen liefert
m-X(t)=-m-g-4
bzw.
X(t)+3-x(t)=0.
Dies ist die Differentialgleichung der freien, ungeddmpften Schwingung eines Fadenpendels. Ein solches Faden-

pendel schwingt mit einer Schwingungsdauer von T = 275\/% .

4.1 Weitere Betrachtungen von Differentialgleichungen

Um sich im Rahmen des beschriebenen Lernangebots angemessen iiber die behandelten mathematischen Inhalte
verstdndigen zu konnen, sind wie bei den Differenzengleichungen auch im Bereich der Differentialgleichungen
eine paar grundlegende Definitionen unabdingbar. Eine prignante Definition von Differentialgleichungen ist die
folgende (vgl. KALLENRODE [1]):

Definition 4.1:

Eine Gleichung, in der (gewohnliche) Ableitungen einer unbekannten Funktion x(t) bis zur n-ten Ordnung
auftreten, heifst eine (gewohnliche) Differentialgleichung (DGL) n-ter Ordnung.

Bei der Gestaltung des Lernangebots sollte meiner Meinung nach der Zusatz ,,gewohnliche* weggelassen wer-
den, da den Lernenden zu diesem Zeitpunkt die Existenz von partiellen Ableitungen noch nicht bekannt ist und
somit der wissenschaftlich sinnvolle Zusatz ,,gewohnliche* eher zu Verwirrung fithren wird.

Des Weiteren sollte sich der Lehrende bei der Gestaltung mit den Lernenden darauf einigen, wie die Ableitungen
der gesuchten Funktion bezeichnet werden. In der Physik ist es iiblich, zumindest die ersten beiden Ableitungen
des Weges x nach der Zeit durch eine ansteigende Anzahl von Punkten iiber dem x zu kennzeichnen. Hohere

Ableitungen werden héufig in der Form x* (hier: die k-te Ableitung von x nach der Zeit) geschrieben.

Ebenso wie bei den Differenzengleichungen ist es bei den Differentialgleichungen unverzichtbar, den Schiilern
deutlich zu machen, dass die Losung einer Differentialgleichung keine Zahl, sondern hier stets eine Funktion ist.
Dies kann ebenso wie ein Thematisierung der Anzahl der fiir eine eindeutige Bestimmung einer Losungsfunktion
notwendigen Randwerte im Zusammenhang mit der im nichsten Unterkapitel dargestellten Losung der oben
hergeleiteten Differentialgleichung des freien, ungeddmpften Fadenpendels geschehen.

Bevor dies erfolgt, sind jedoch noch ein paar zu der Klassifikation der Differenzengleichungen analoge Definiti-
onen notwendig:

Definition 4.2:
Sei t e R und seien f,, ..., f,: R— R Funktionen, wobei f,(t)#0 sei. Dann heif3t die Differentialgleichung

der Form

L)XV O+ £, () XV O+ -+ fo(1)- %O+ fi(1)- %O + fi(1)-x(0) = g(1)
linear und hat die Ordnung n. Verschwindet g(t), so heifst die Differentialgleichung homogen, anderenfalls
inhomogen. Sind alle Koeffizientenfunktionen f(t) konstant, so spricht man von einer Differentialgleichung

mit konstanten Koeffizienten.

(vgl. KALLENRODE [1]) Zur Festigung dieser Definitionen eignen sich wiederum Aufgaben zur Klassifikation
von Differentialgleichungen, wie sie unter (4.5) zu finden sind. Abgesichert durch die obigen Definitionen kann

es nun an die Losung der Differentialgleichung X(t)+%-x(t) =0 gehen.

4.2 Losung der DGL der freien, ungeddmpften Schwingungen

Der aufmerksame Leser wird bereits bemerkt haben, dass es sich bei der DGL X(t)+%-x(t) =0 um eine homo-
gene, lineare DGL zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten handelt. Die Losung einer solchen DGL ge-

staltet sich strukturell recht einfach und scheint daher trotz des Auftretens von komplexen Zahlen fiir die Be-
handlung im Rahmen des Lernangebots geeignet zu sein: Der Losungsansatz fiir die gesuchte Funktion lautet
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x(t) ="' und wird wegen seiner Form ,,Exponentialansatz* genannt. Einsetzen dieses Ansatzes in die DGL und

Ausklammern von e*" liefert die so genannte ,,charakteristische Gleichung* A’ +% =0, aus der sich zwei Werte

fir A berechnen lassen: A, =+,/—% . (vgl. KALLENRODE [1]) Problematisch wird den Schiilern hier erschei-

nen, dass die Diskriminante negativ ist. Entsprechende Meinungsauferungen, die Gleichung sei daher nicht
16sbar, kann man jedoch erwidern, einfach einmal die (—1) auszuklammern und i:=+/-1 zu setzen:

Ay =J_r\/¥=i,/(—1)-$ =i\/@-\/$=ii\/%.

i|® _i |8
Somit erhélt man als mogliche Losung der DGL x,(t) =e \f‘t und x,(t)=e ‘fll . Diese beiden Losungen bilden

das so genannte ,,Fundamentalsystem® (vgl. SONAR [1]) der Losungen der DGL. Die allgemeine Losung der
DGL lautet nun
\/% i %1

i
x(t)=c,-e'' +c,-e

Um zu sehen, was physikalisch und mathematisch hinter dieser Losung steht, ist es sinnvoll, das Randwertprob-
lem x(0)=x,, x(+T)=0 (Das Pendel wird aus der Ruhelage ausgelenkt und losgelassen.) zu 16sen, wobei x|
die Startauslenkung und T die Dauer einer vollen Schwingung angeben. Zur Losung dieses Randwertproblems
ist jedoch die Information e = 4 zwingend erforderlich. Diese Aussage beruht auf der Eulerschen Formel,
die als Bindeglied zwischen den trigonometrischen Funktionen und den komplexen Zahlen angesehen werden
kann: Erinnert man sich der Taylorentwicklung der Funktion e* in der Form e* :1+x+X2—2!+§—'§+§—4!+... , SO
erhélt man

e =1+ix+8-+

(ix)*

3!

PN S AS 2 . .3 . 2 . 3
POl (et e (ko) = (1S ) (x - 2

und durch Ausnutzung der Taylorentwicklungen von Sinus und Cosinus die Eulersche Formel zu
e™ =cos(x)+1i-sin(x).
Einsetzen von +1n liefert die oben genannte Identitdt. Damit erhalt man aus den beiden Anfangsbedingungen
x(0)=x,: c +¢c, =X,
x(+T)=0: ic,—ic, =0
Aus der unteren Gleichung folgt sofort ¢, =c, , so dass man mit der oberen Gleichung ¢, =c, =+X, erhilt. Die
Losung des Randwertproblems lautet somit

x(t)=x -[—eiﬁt * eii\/%t ]

2
Obwohl diese Losung immer noch nicht aufschlussreicher als die allgemeine Losung aussieht, liegt hier doch die
Schluss zur Einfachheit sehr nahe: Wegen (e +e™") = cos(t) ist

x(t) =x, -cos(\/%t) .

Die folgende Abbildung zeigt den Graph dieser Lo-
sungsfunktion, der den zeitlichen Verlauf der Schwin-

gung wiedergibt. X

Ebenso ist es mdoglich, diese Losung der Differential- %o ™~
gleichung der freien, ungeddmpften Schwingung durch

das  physikalisch  identische = Randwertproblem

x(0)=x,, x(0)=0 zu losen. Dabei erhilt man mit 0 y i

P21 Si Bt
x(t):i\/%-cl-e\ﬂ iy, e i
die beiden Gleichungen c, +¢, = x, und

20
g g —
_Q'TCI+1'TC2 —0,

woraus sich ebenfalls x(t) =x, -cos(\/g t) ergibt.

T 1T iT T

ENEY

Abb. 10: Graph der Lésungsfunktion
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4.3 Gedidmpfte Schwingung

Aufbauend auf diesem Losungsweg zur mathematischen Beschreibung der Bewegung des freien, ungeddmpften
Fadenpendels ist es in dem Lernangebot nun moglich, geddmpfte Schwingungen des Fadenpendels zu untersu-
chen. Dies bietet sich insbesondere an, da die entsprechende DGL ebenfalls mit dem Exponentialansatz geldst
werden kann, jedoch auch ihre ganz individuellen mathematischen Eigenschaften hat.

Einen Versuchsaufbau, mit dem man eine geddmpfte Schwingung eines
Fadenpendels vorfiihren kann, zeigt die nebenstehende Abbildung. Es

handelt sich dabei um einen, im Vergleich zum letzten Versuch, leicht ®
verdnderten Aufbau. Insbesondere wird zur Dampfung der Schwingung
vor die Pendelkugel, z. B. mit einem Klebe-Pad, ein Stiick Pappe ge-
klebt und die Aufhingung um ein zweites Seil erginzt. Letztere Mal-
nahme stabilisiert die Pendelbewegung und verhindert insbesondere
Drehungen der Kugel um den sonst nur vorhandenen einen Faden.

Wird das so konstruierte Pendel angestoflen, kommt es schon nach kur-
zer Zeit wieder zu Ruhe. Verantwortlich dafiir ist die Luftwiderstands-
kraft, die in dem hier relevanten Geschwindigkeitsbereich mit der so
genannten Dampfungskonstanten & proportional zur momentanen Ge-
schwindigkeit v =% des Pendels ist.

Da die Luftwiderstandskraft die Bewegung hemmt, wird sie negativ
angesetzt: F, =-28-m-x . Die Verwendung des Faktors 2 hat dabei,

wie wir gleich sehen werden, lediglich rechnerische Griinde. (vgl.
KALLENRODE [1]) Zusammen mit der aus der Erdanziehungskraft resul-

tierenden riicktreibenden Kraft F, =-m-g-& wirkt also die Gesamt- ©

kraft F, =F +F =-m-g-3-26-m-x auf das Pendel. Mit

F,, =m-X erhélt man nach Kiirzen und Umordnen die Differentialglei- Abb. 11: Versuchsaufbau zur

chung der geddmpften Schwingung eines Fadenpendels: Betrachtung von geddmpfien
X428 %x+2.x=0 Schwingungen

Da der Term + in den folgenden Rechnungen sehr hiufig auftritt, erscheint es sinnvoll, ihn durch o) = £ abzu-

kiirzen, so dass nun die DGL X +238-X+®; -x =0 zu lsen ist. Dabei ist ®, die so genannte Eigenfrequenz des
Fadenpendels, also die Frequenz, mit der es bei einer freien, ungedimpften Schwingung schwingt.

Verwendet man zur Losung dieser Differentialgleichung den aus dem letzten Kapitel bekannten Exponentialan-
satz, gelangt man iiber die charakteristische Gleichung > +28% +, =0 zu der allgemeinen Lésung

2 2 2 2
x(t)y=e™ (cl e VT e eV )

Offensichtlich bedarf es hier wegen der bekannten Problematik einer negativen Diskriminante einer Fallunter-
scheidung bzgl. des GroBenverhiltnisses von &° und £,

Der erste Fall §° < o; fiihrt, wie schon die Behandlung der freien, ungeddmpften Schwingung, auf komplexe

. Cider 8. ifo? 5. .
Zahlen: x(t)zc’b‘(cl e VT e eV ‘). Die + X

Xp N\
Losung des ebenfalls schon bekannten Randwertprob- \\\

lems x(0)=x,, x(3T)=0 fihrt schlieBlich auf die \A\\\\

Losung 0 e~

x(t)=e?"-x, .cos(\/ﬂ.t) . \Z ///v//// P — =

Zeichnet man, wie in Abb. 12, den Graphen dieser Lo- —x
sungsfunktion, so sicht man, dass die maximalen Aus-
lenkung, die so genannte Amplitude, des Pendels mit Abb. 12: Schwingfall
zunehmender Zeit kleiner werden, das Pendel jedoch
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noch schwingt. Aus diesem Grund wird der Fall &’ < ®; ,,Schwingfall“ genannt. Neben dem beschriebenen
Versuch ldsst sich mit einer einfachen Fahrradklingel ebenfalls eine geddmpfte Schwingung demonstrieren: Die
Glocke der Fahrradklingel schwingt nach dem ,,Ansto3en* horbar weiter, der Ton wird jedoch im Laufe der Zeit
immer leiser, bis er nicht mehr wahrnehmbar ist.

Betrachten wir nun den zweiten Fall §° = o] . Da hier /8’ —® =0 ist, erhlt man aus der charakteristischen

Gleichung A’ +28A+; =0 lediglich A =-5. Es kann hier also nicht mit der oben angegebenen allgemeinen

Losung gearbeitet werden. Da jedoch das Fundamentalsystem einer Differentialgleichung zweiter Ordnung,
ebenso wie das einer entsprechenden Differenzengleichung, aus zwei Losungen bestehen muss (vgl. WALTER

[1]), muss neben der aus A =8 folgenden Losung x(t) =e*"' noch eine zweite gefunden werden. Hierfiir eig-
net sich x(t)=t-e", so dass man als allgemeine Losung dieses Falls x(t)=(c, +c,t)-e™>" erhilt. Lost man
nun noch das Anfangswertproblem x(0) = x,, x(0) =0, erhélt man

x(t)=x,-(1-8t)-e°".

Trigt man x gegen die Zeit t auf, so wird deutlich, X
dass das schwingungsfihige System nach dem Ansto-
Ben keine Schwingung mehr wie im Fall 1 ausfiihrt,
sondern lediglich einmal die Ruhelage passiert und
danach die Auslenkung sanft in die Ruhelage zuriick-
geht (vgl. Abb. 13). Natiirlich tritt eine solche Bewe-
gung nicht bei einem Fadenpendel auf. Doch eine
Anwendung dieses so genannten ,aperiodischen 0 >
Grenzfalls“ begegnet uns tdglich: In intakten StoB3- t
ddmpfern von Autos ist der aperiodische Grenzfall

realisiert. Abb. 13: aperiodischer Grenzfall

Wesentlicher einfacher als der zweite Fall ldsst sich der dritte Fall 5’ > o, 18sen, denn hier ist /5" o, € R,

so dass wieder die oben angegebene allgemeine Losung genutzt werden kann. Bei der Losung des aufgrund der
physikalischen Betrachtung sinnvollen Randwertproblems x(0)=x,, x(©)=0 gelangt man wegen

52 2 .t : 8% —w? -t o
eV’ N 2% y0 und &', eV " —22 50 zu der Losung

—(Bﬂ/m)m '

x(t)=x,-¢e

Im Vergleich der drei hier behandelten Fille herrscht X
im Fall 8’ > w, die stirkste Dampfung. Sie ist derart X |

stark, dass das schwingungsfihige System sehr lang-
sam in die Ruhelage zuriickgeht, ja gerade zu zuriick-
kriecht (vgl. Abb. 14). Daher wird dieser Fall auch als
»Kriechfall“ bezeichnet. Beispielsweise sind Tankan-
zeigen in Kraftfahrzeugen und andere Messinstrumen-
te mit einer solch starken Dadmpfung versehen, um 0
diese gegen kurzfristige dullere Einfliisse zu stabilisie- t

ren. Abb. 14: Kriechfall

Zum Abschluss dieses Abschnittes sind noch zwei Bemerkungen angebracht: Wihrend die Fille §° < o] und
8> > ®; von den Lernenden mit entsprechenden Denkanregungen des Lehrenden gut selber bearbeitet werden

konnen, stellt der Fall 8° =, wegen des abweichenden Fundamentalsystems eine besondere Schwierigkeit da
und sollte daher meiner Meinung nach eher im Gesprach zwischen Lehrendem und Lernenden behandelt werden.

Eine gute Zusammenfassung der physikalischen Inhalte zu Schwingungen bietet die von Herrn Finckh, Herrn

Fritsch und Herrn Leitner betreute Internetseite LEIFI-Physik (vgl. FINCKH / FRITSCH / LEITNER [1]) von der
auch die Ideen zu den Alltagsanwendungen der verschiedenen Dampfungsfalle stammen.
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4.4 Erzwungene Schwingung

Wie man anhand des letzten Abschnittes sieht, bieten schon gediampfte Schwingungen viel mathematischen
Betitigungsraum. Ebenso mathematisch und physikalisch interessant sind auch so genannte erzwungene
Schwingungen. Darunter versteht man eine Schwingung, bei der ein schwingungsféhiges System, wie z. B. ein
Fadenpendel, durch eine periodisch wirkende &uflere Kraft zum Schwingen angeregt wird. (vgl. KALLENRODE

(1D

Nimmt man bei dem Versuchsaufbau, wie er in Abb. 7 gezeigt wird, den Faden vom oberen, an der kurzen Stan-
ge befestigten Haken ab und bewegt nun mit der Hand den Faden horizontal periodisch einige Zentimeter hin
und her, so handelt es sich hierbei um eine erzwungene Schwingung des Fadenpendels.

Man sollte dabei mit sehr kleinen Frequenzen beginnen und diese so genannte Erregerfreuenz nach und nach
steigern. Das Augenmerk der Beobachtung sollte dabei auf der Auswirkung der Bewegung der Hand auf die des
Pendels bzw. der Kugel liegen. Dabei stellt man fest, dass das Pendel den Bewegungen der Hand zunéchst eher
widerwillig folgt, dann bei mittleren Frequenzen heftig zu schwingen beginnt, bevor es bei hohen und hochsten
Erregerfrequenzen wieder fast zur Ruhe kommt. Wiederholt man den Versuch mit einer zur Ddmpfung vor die
Pendelkugel geklebten Pappscheibe (wie in Abb. 11), verhilt sich das Pendel &dhnlich, jedoch wachsen die
Amplituden bei mittleren Erregerfrequenzen weniger stark an.

Durch welche Differentialgleichung wird nun dieses Verhalten des Pendels beschrieben? Auf das Pendel wirkt
neben der schon bekannten riicktreibenden Kraft und der Luftwiderstandkraft die erregende Kraft, die von der
Hand ausgeht. Diese kann durch E,; =F, -cos(Qt) beschrieben werden, wobei E, eine Konstante sei. Auf das

=F+F +F, =-m-g-3-26-m-x +F, -cos(Qt). Mit F, =m-X

ges

Pendel wirkt also insgesamt die Kraft F,

erhilt man die inhomogene Differentialgleichung
X +28- X+ X :r—g-cos(Qt).

Erste Versuche, diese Differentialgleichung mit Hilfe des Exponentialansatzes zu l1dsen, scheitern, da e*' wegen
der Inhomogenitit nicht ausgeklammert werden kann. Eine Losung dieser Differentialgleichung erhédlt man
vielmehr in Form der Summe aus der allgemeinen Losung x,(t) der zugehdrigen homogenen DGL

X +28-x+o; -x =0 und einer so genannten partikuliren Losung x,(t) der obigen inhomogenen DGL:
x(t) =x, () +x,(1).

Eine genaue Darstellung des gesamten folgenden Losungsweges wiirde den Rahmen dieses Artikels und der des
geplanten Anspruchsniveaus sprengen. Daher sei hier nur so viel gesagt: Fiir die partikuldre Losung wird ein
Ansatz gewdhlt, der der Inhomogenitt &hnlich ist. Dieser Bedingung gentigt der Ansatz x (t) = A-cos(Qt+¢),
wobei A eine noch zu bestimmende Amplitude ist und ¢ eine ebenfalls zu bestimmende Phasenverschiebung

zwischen dem Fadenpendel und der durch ihre periodische Bewegung diese Schwingung erzwingenden Hand.
Man gelangt durch Einsetzen dieses Ansatzes in die inhomogene Differentialgleichung zu der Erkenntnis, dass
sich

1

\/(cog ~0?)+(250)

E
xp(t) =—2- -cos(Qt+@) mit ¢ =—arctan (%J
m o, —Q

als partikuldre Losung eignet.

Aufgrund der, selbst mit der vorgeklebten Pappscheibe, hier nur verhéltnisméBig geringen Dampfung des Pen-
dels liegt stets der Schwingfall vor. Damit ist x,(t)=e™®' (c1 N "). Da jedoch €' mit

zunehmender Zeit gegen Null strebt, hat x,; schon nach kurzer Zeit keine Bedeutung mehr fiir das Verhalten des
Pendels. Ab einem bestimmten Zeitpunkt gilt somit

x(t):&~ !
m \/(mg—92)+(259)2

-cos(Qt+o) .
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Dabei ist A = %’# die Amplitude der Schwingung. Sie hdngt ebenso wie die Phasenverschiebung
wp Q% )+(25Q)°

von der Erregerfrequenz € ab! Stimmen nun die Eigenfrequenz o, und die Erregerfrequenz Q iiberein, erhélt

man fiir die Amplitude A = lF—g -(28w,)™". Diesen Fall bezeichnet man als ,,Resonanz*. (vgl. KALLENRODE [1])

Ist das schwingungsfahige System nur schwach gedampft, also die Dampfungskonstante & klein, hat dies ein
starkes Anwachsen der Amplitude zu Folge. Dieses Phdnomen kann mit einfachen Mitteln bei dem eingangs
beschriebenen Versuch beobachtet werden. Neben diesem, bei Schiilern hdufig Erstaunen hervorrufenden Ver-
such, gibt es viele Situationen im Alltag, die sich mit Resonanzeffekten erkldren lassen. Das beeindruckendste
Beispiel einer Resonanz mit katastrophalen Folgen wird aber sicherlich der Einsturz der TACOMA NARROWS
BRIDGE 1940 aufgrund einer durch Luftstromungen hervorgerufenen erzwungenen Schwingung sein. (vgl.
FINCKH / FRITSCH / LEITNER [1]) Zwei Videos dazu findet der interessierte Leser unter
www.lth.lu/downloads/physics/tacoma.avi und www.computational-acoustics.de/html/bauakustik.html.

Aus Griinden der Vereinfachung blieb bei den vorangegangenen Rechnungen unberiicksichtigt, dass die Eigen-
frequenz eines schwingungsfahigen Systems durch die Ddmpfung abnimmt. Da es jedoch das ausschlielich Ziel
dieses Abschnittes war, prinzipiell zu zeigen, wie eine inhomogene lineare Differentialgleichung geldst werden
kann, sehe ich diese physikalische Ungenauigkeit nicht als wesentlich an. Vielmehr sollte dieser Ausblick auf
inhomogene Differentialgleichung am Ende des beschriebenen Lernangebotes dazu dienen, die Schiiler noch
einmal zum Staunen iiber diesen eindrucksvollen Zusammenhang zwischen Mathematik und Physik zu bringen
und dabei auch das beobachtete Phdnomen zu erklaren.

Im Folgenden findet der Leser nun noch eine Zusammenstellung von Ubungsaufgaben zur Differentialgleichun-
gen sowie eine Idee zur moglichen thematischen Weiterfithrung des Lernangebots.

4.5 Aufgaben

Zur Festigung der eingangs definierten Begriffe tiber Differentialgleichungen kann, wie bei den Differenzenglei-
chungen, eine Aufgabe zur Klassifizierung von Differentialgleichungen dienen:

4.5.1) Um was flir Differentialgleichungen handelt es sich hier? Fiille die Tabelle aus!

Differentialgleichung | Ordnung | linear? | konst. Koeff.? | inhomogen? ggf. Inhomogenitit

X=x-t

x® 45587 4657 =t*

X+ X+t x =cos(ot)

Auch bei dieser Art von Aufgaben ist analog zu der Klassifizierung von Differenzengleichungen zu beachten,
dass die Begriffe ,lineare Koeffizienten* und ,,Inhomogenitit™ nur fiir lineare Differentialgleichungen definiert
sind. Weitere Moglichkeiten zum Einiiben der Losung von Differentialgleichungen zweiter Ordnung bieten
folgende Aufgaben:

4.5.2)  Unter welcher Bedingung 18st die Funktion x(t)=c, +c, - t+c, - t* mit den Konstanten c,, ¢, und
¢, die Differentialgleichung X —1x+2=07?

4.5.3)  Ermittele die allgemeine Losungsfunktion der Differentialgleichung X +2x —10x =0.

4.5.4) Lose das Randwertproblem

X—4x-5x=0
x(0) =2
x()=¢’+¢”

Eine Steigerung im Schwierigkeitsgrad stellt die folgende Aufgabe dar:

4.5.5)  Ermittele die allgemeine Losungsfunktion der Differentialgleichung x® +4% —21x =0.

N _

Lose auBerdem das Randwertproblem x(0)=0, x(1)=e und unter der Bedingung, dass x(t) stets reell

sein soll.
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Zur Losung dieser Aufgabe erscheint es sinnvoll, den Schiilern zunichst einen Hinweis zu geben: Wie bereits
von der Losung der Schwingungs-DGL bekannt ist, konnen Terme der Form e’ mit a,t € R je nach GroBe von
a und t sowohl reelle als auch komplexe Werte annehmen. Unter der Bedingung, dass x(t) stets reell sein soll,
kann man daher iiber zwei Konstanten der allgemeinen Losungsfunktion der DGL bereits eine konkrete Aussage
treffen. Die Berechnung der beiden anderen Konstanten sollte anschlieBend keine Schwierigkeiten mehr berei-
ten.

Losungshinweise:
zu4.5.1)
Differentialgleichung | Ordnung | linear? | konst. Koeff.? | inhomogen? ggf. Inhomogenitit
X=X-t 1 ja nein nein -———
x® +5%% +6x° = t* 4 nein nicht definiert | nicht definiert nicht definiert
X+ %+t x =cos(ot) 2 ja nein ja cos(ot)

zu4.5.2)  Einsetzen der Lésung in die DGL liefert die Bedingung ¢, =2.

Zu4.5.3) Durch die Verwendung des Exponentialansatzes erhilt man aus der charakteristischen Gleichung
A*—1=0 die allgemeine Losung x(t)=c, e +c, -¢'.

Zu4.5.4) Die allgemeine Losungsfunktion, die man wiederum iiber den Exponentialansatz erhilt, lautet
x(t)=c, e +c, €. Die Losung des Randwertproblems fiihrt auf das Gleichungssystem
c,+c,=2
¢, e +e,-e’ = +e .

Offensichtlich 18st ¢, =c¢, =1 das Gleichungssystem, so dass x(t)=e™* +¢&’* die Losung ist.

Zu4.5.5) Wie bei den vorangegangenen Aufgaben, kann auch diese DGL mit Hilfe des Exponentialansatzes
geldst werden, der auf die charakteristische Gleichung A* +4)° —21=0 fiihrt. Zur Berechnung der
Parameter A, bedarf es nun einer Substitution der Form A’ =a, um zunichst die quadratische

Gleichung a’+4a—21=0 zu lésen und dann per Riicksubstitution auf die allgemeine Ldsung

—J7it Vit -3 V3t

x(t)=c, -e +c,-eV " +¢, e +¢, -e”" schlieBen zu kénnen. GeméR des obigen Hinweises

muss ¢, =c, =0 gelten. Analog zu Aufgabe (4.5.4) wird nun noch das Randwertproblem

x(0)=0, x(1) = eV el gelost, welches zu ¢; =1 und ¢, =—1 bzw. x(t) = e — e fiihrt,

5. Mogliche thematische Weiterfiihrung des Lernangebots

Nachdem in dem vorangegangenen Abschnitt lediglich Differentialgleichungen zweiter Ordnung behandelt wur-
den, bietet es sich fiir eine weitere Fortfiihrung des Lernangebots an, auch einmal Differentialgleichungen erster
Ordnung zu betrachten. Ein Ankniipfungspunkt kann hier folgende, aus dem Buch ,,Angewandte Mathematik,
Modellbildung und Informatik* (SONAR [2]) stammende, Aufgabe sein:

Um Mitternacht wird die Polizei zum Schauplatz eines grausigen Verbrechens gerufen. Der einschligig
polizeibekannte Schurke Eddi, genannt das Wiesel, liegt erschlagen vor einem Nachtclub! Der hinzuge-
zogenen Gerichtsmediziner stellt bei Eddis Leiche eine Kérpertemperatur von 30°C bei einer Umge-
bungstemperatur von lauen 20°C fest. Die Spurensicherung bendtigt zwei Stunden, um den Tatort ge-
nauestens zu untersuchen, so dass die Leiche erst um 2 Uhr morgens in die Gerichtsmedizin geschafft
werden kann. Vor dem Transport misst der Mediziner eine Leichentemperatur von 24°C.
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Nach Zeugenvernehmungen, die die ganze Nacht hindurch gedauert haben, schligt die Polizei am
ndichsten Morgen zu: Verhaftet unter Mordverdacht wird Eddis Ex-Geliebte Lola. Lola war am Abend
vor dem Mord Gast in einer Bar, in der sie unter Alkoholeinfluss wiiste Morddrohungen gegen Eddi
ausstiefs. Um 23.15 Uhr hat sie die Bar unter wildesten Fliichen verlassen.

Bei der weiteren Untersuchung spielt der genaue Todeszeitpunkt eine wesentliche Rolle. Der Gerichts-
mediziner verwendet bei seiner Berechnung die Newtonsche Abkiihlungsregel:

Die Geschwindigkeit der Abkiihlung ist proportional zur Temperaturdifferenz
zwischen Korper und Umgebung.

Ist Lola schuldig? Wann starb Eddi?

Der Ansatz zur Losung dieser Aufgabe kann sowohl iiber eine Differenzengleichung als auch iiber eine Differen-
tialgleichung erfolgen. Wiahlt man den Weg iiber die Differenzengleichung, so kann die in der Aufgabestellung
genannte Newtonsche Abkiihlungsregel durch folgende Gleichung beschrieben werden:

M:a'(Tk—To)a

b — &

wobei o eine noch zu bestimmende Konstante, T, die Temperatur der Leiche zum Zeitpunkt t, und
T, =20°C die Umgebungstemperatur seien. Zwar bietet es hier fiir den geiibten Nutzer von GTR oder CAS hier
an, diese Differenzengleichung erster Ordnung mit Hilfe eines solchen elektronischen Werkzeuges zu 16sen, man
sollte aber auch den analytischen Losungsweg nicht unbeachtet lassen: Fithrt man den Grenziibergang
(t,, —t,) > 0 durch, wird die Differenzengleichung in eine Differentialgleichung umgewandelt, die den Ab-
kiihlungsprozess beschreibt:

dT dT

—=a-(T-T bzw. —=a-(T-20),

m (T-Ty) " ( )
Neben diesem Weg iiber die Differenzengleichung ist es auch mdoglich, diese Differentialgleichung direkt aufzu-
stellen, wenn man sich zunéchst iiberlegt, wie die ,,Geschwindigkeit der Abkiihlung* mathematisch ausgedriickt
werden kann.

Nach der Substitution t:=T —20 und einer entsprechenden Verdnderung des Differentialquotienten lésst sich
nun die obige Differentialgleichung mit der Methode der ,,Trennung der Verdnderlichen* 16sen. Eine Extrapola-
tion der durch die anschlieBende Losung des Randwertproblems T(0)=30°C und T(120) = 24°C erhaltenen

Losung
T(t) = (10-¢ 71" 4. 20)°C
auf T(t,,) =37°C ergibt den Todeszeitpunkt 22*' Uhr. Lola kann somit nicht Eddis Mérderin sein.

Verwendet man die beschriebene Aufgabe in einem solchen Lernangebot insbesondere fiir Schiiler der Sekun-
darstufe I, muss man beachten, dass die bei der Methode der Trennung der Verdnderlich bendtigte Integration
zumeist in der Sekundarstufe I noch nicht behandelt wird. Da jedoch das Lernangebot von mathematisch interes-
sierten Schiilern besucht wird, sollte gerade diese hier notwendige Erweiterung des Kenntnisstandes statt auf
Ablehnung auf offene Ohren stof3en.
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Arbeitsblatt 1

Tilgung eines Kredites

Angenommen, Sie mochten sich ein neues Auto kaufen. Wahlen wir als Beispiel einen Opel Astra 5-Tiirer mit
1,7 1 -Dieselmotor. Die Eckdaten dazu sind:

Kaufpreis: 20500,00 €
Anzahlung: 5150,00 €
Jahreszins: 5,90 %

Als Zahlungsperiode nehmen wir in unserem Beispiel einen Monat an, wobei der gezahlte Betrag erst zum Ab-
lauf des jeweiligen Jahres auf das Darlehn und die angefallenen Zinsen angerechnet wird. Die Zahlungen erfol-
gen vorschiissig.

Die Ratenzahlungen miissen dabei so angesetzt werden, dass sie erstens die anfallenden Zinsen decken und
zweitens einen im Laufe der Zeit groBer werdenden Teil des Darlehns bzw. der Restschuld tilgen (,, Tilgungsra-
ten). Dieser Prozess wird so lange fortgesetzt, bis das gesamte Darlehn an die Bank des Autobauers zuriickge-
zahlt, also der gesamte Kaufpreis des Autos gezahlt ist. Die Zahlungen an die Bank werden durch eine Schluss-
rate abgeschlossen.

Versuchen Sie, die folgenden Fragen zu kléren:

Wie hoch muss die jahrliche Rate mindestens sein?

Auf welchen Wert soll die jahrliche Rate festgelegt werden?

Nach wie vielen Jahren bzw. Monaten ist das Auto vollstindig bezahlt?
Wie hoch ist die Schlussrate?

=
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Arbeitsblatt 2

Versuche mit der Schwefelbahn

Kurzer Abriss des Verfahrens

Bei den beiden Versuche (s. u.) sollen Sie sichtbar machen, welche Wegstrecken bei zwei verschiedenen Bewe-
gungen in einem festen Zeitintervall (hier: 0,01 s) zuriicklegt werden.

Dafiir wird ein Wagen aus Metall auf eine Fahrbahn gesetzt. Der Wagen wird auf der einen Seite durch eine v-
formige Metallschiene in der Spur gehalten. Unter dem Wagen ist ein Schleifer befestigt, der auf einer schwarz
eloxierten Aluminium-Schiene entlang schleift.

Diese Aluminium-Schiene wird iiber ein Anschlussbrett mit dem einen Pol einer Steckdose des normalen Strom-
netzes verbunden, die v-formige Schiene mit dem anderen Pol der Steckdose.

Auf die Aluminiumschiene wird Schwefelpulver aufgestreut. Das Pulver wird durch Reibung aufgeladen und
haftet je nach Polung der an der Schiene anliegenden Spannung auf der Schiene oder nicht.

Die Polung der Spannung wechselt 50mal in der Sekunde, also alle 0,01 s. Fdhrt man mit einem Wagen {iber die
Schiene, hinterldsst er Schwefelstreifen (so genannte Zeitmarken), deren Lange der vom Wagen in 0,01 s zu-
riickgelegte Weg ist.

Versuch 1

Neigen Sie den gesamten Versuchsaufbau leicht, so dass der Wagen nach dem AnstoBen seine Geschwindigkeit
beibehilt.

Erzeugen Sie nun wie unten abgedruckt (,,Durchfiihrung der Versuche*) Zeitmarken.

Sichern Sie anschlieBend die Zeitmarken, indem Sie einen langen Streifen Klebefilm auf die Aluminiumschiene
kleben, fest andriicken, vorsichtig abziehen und danach auf ein farbiges Blatt Papier aufkleben.

Versuch 2

Neigen Sie den gesamten Versuchsaufbau nun so stark, dass der Wagen nach dem Loslassen von selber losrollt.
Erzeugen Sie wieder wie oben Zeitmarken und sicheren diese. Variieren Sie die Neigung der Fahrbahn und fiih-
ren Sie den Versuch erneut durch.

Durchfiithrung der Versuche (nach J. Groeneveld)

Man streut Schwefelpulver auf die Schiene und schlie3t sie an das Stromnetz an. Dann setzt man einen Wagen
auf und fiihrt ihn von Hand wiederholt auf der Fahrbahn hin und her. Nach kurzer Zeit beobachtet man das Ent-
stehen der Zeitmarken. Wenn sich diese gleichméBig kraftig auf der ganzen Schiene ausbilden, schlieit man die
Zufiihrung zur Fahrbahn kurz, und 16scht die Marken durch Hin- und Herfithren des Wagens, so dass sich eine
diinne, ziemlich gleichméBige Schicht Schwefelpulver auf der Fahrbahn befindet. Dann hebt man den Kurz-
schluss auf, die Fahrbahn ist fiir den Versuch bereit.

Unter dem KurzschlieBen der Zufithrung versteht man, dass die Kabel aus der Versorgungsplatte herausgezogen
und zusammengesteckt werden.

Das iiberschiissige Pulver sollte nach den Versuchen nicht von der Bahn entfernt werden.
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Arbeitsblatt 3

Der Schweinezyklus

Nachdem wir bereits den Kauf eines Autos auf Kredit und die entsprechende Finanzierung mit Hilfe von Diffe-
renzengleichungen untersucht haben, wollen wir uns nun einem zweiten volkswirtschaftlichen Problem zuwen-
den. Wir wollen versuchen, den Zusammenhang zwischen Preis, Angebot und Nachfrage am Beispiel von
Schlachtschweinen mathematisch zu beschreiben. Dabei bietet es sich an, zunéchst lineare Differenzengleichun-
gen zu verwenden, denn diese sind rechnerisch am einfachsten zu bewiltigen.

Fiir unsere Betrachtung benédtigen wir folgende Variablen:

t: Zeit

P : Preis fiir Schlachtschweine zum Zeitpunkt t
N,: Nachfrage zum Zeitpunkt t

A Angebot zum Zeitpunkt t

Dabei ist es sinnvoll, die Zeit in Aufzuchtzyklen der Schweine anzugeben, denn die zu einem bestimmten Zeit-
punkt geborenen Ferkel stehen dem Markt erst nach einem Aufzuchtzyklus, nach ca. 14 Monaten, als Schlacht-
schwein zur Verfligung.

Wegen dieser notwendigen Aufzuchtzeiten konnen die Mastbetriebe ihr Angebot A, nicht auf den augenblickli-
chen Preis abstimmen. Sie orientieren sich an dem Preis P,_, der Vorperiode, so dass mit Konstanten o und a

folgende Gleichung fiir die Abhdngigkeit von Angebot und Preis sinnvoll erscheint:
A =oa+aP_,.

Im Gegensatz zu den Anbietern reagieren die Kunden sofort auf wechselnde Preise. Die Nachfrage N, ist somit
vom Preis zum Zeitpunkt t abhéngig (n, n konst.):

N, =n+nP.
Obwohl Nachfrage und Angebot von den Preisen zu unterschiedlichen Zeitpunkten abhidngen, beeinflussen sie
sich gerade liber den Preis gegenseitig: Liegt beispielsweise das Angebot sehr stark {iber der augenblicklichen
Nachfrage, werden die Handler den Preis senken miissen, um die Nachfrage anzuheben. Liegt hingegen das

Angebot sehr stark unter der Nachfrage, so kaufen die Kunden die Schlachtschweine auch noch zu einem hohe-
ren Preis, allerdings in geringeren Mengen.

Unser Ziel ist es nun, den Preis und das Angebot durch Differenzengleichungen zu beschreiben und Losungen
dafiir zu finden.

Versuchen Sie nun, die folgenden Fragen zu kliren:

1) Uberlegen Sie zunichst, ob und positiv oder negativ sein sollten. Denken Sie dabei daran, welche Aus-
wirkungen der Preis auf das Angebot und die Nachfrage hat.

2) Wie bereits oben beschrieben, wird das Verhéltnis von Angebot und Nachfrage im Wesentlichen durch den
Preis gesteuert. Was wird nach einer gewissen Zeit fiir das Verhiltnis von Angebot und Nachfrage gelten?

3) Leiten Sie aus diesem Verhéltnis von Angebot und Nachfrage eine Differenzengleichung fiir den Preis der
Schlachtschweine her und l6sen Sie diese.

4) Erstellen Sie aus der Differenzengleichung fiir den Preis der Schlachtschweine eine Differenzengleichung
fiir das Angebot an Schlachtschweinen und 16sen Sie diese.

5) Waihlen Sie nun Werte fiir und mit , und und tragen Sie den Preis und das Angebot iiber der Zeit auf.
Legen Sie dazu auch Werte fiir , , und fest. Beschreiben Sie den Einfluss des Quotienten auf den Preis
von Schlachtschweinen und die entsprechende Nachfrage.

6) Sammeln Sie Daten iiber den tatsdchlichen zeitlichen Verlauf des Preises fiir Schlachtschweine und verglei-
chen Sie diese mit Thren Ergebnissen.
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Arbeitsblatt 4

Untersuchung der Schwingung des Fadenpendels

Im Folgenden soll die Schwingung eines Fadenpendels untersucht werden. Hangt man eine (Stahl-)Kugel vor-
sichtig an einem Faden auf, so bewegt sich die Kugel (fast) nicht. Die Kugel befindet sich in einer so genannten
Ruhelage.

Wird die Kugel aus dieser Lage herausgestof3en, so treibt die Erdanziehungskraft F; (,,Gravitationskraft®, daher

das G) sie wieder in die Ausgangslage zuriick. Infolge ihrer Tragheit bewegt sich der Korper iiber diesen Punkt
hinaus. Die Erdanziehungskraft bremst sie nun ab und beschleunigt sie wieder in Richtung der Ruhelage.

Bei fehlender Reibung wiirde sich diese Hinundherbewegung beliebig lange wiederholen. Obwohl die Kugel-
form &uferst stromungsgiinstig ist, tritt dennoch eine geringe Luftreibung auf, die die Schwingung schlielich
zum Erliegen bringt. Da diese Ddmpfung der Schwingung jedoch sehr gering ist, hat es sich in der Physik durch-
gesetzt, das Fadenpendel als ein Beispiel fiir eine freie, ungeddmpfte Schwingung anzusehen.

Betrachten wir nun die Kréfte, die auf die aus der Ruhelage ausgelenkte Kugel wirken: Die Komponente von F ,
die tangential zu der Bahn gerichtet ist, auf der sich die Kugel bewegt, wird riicktreibende Kraft F, genannt.

Diese riicktreibende Kraft ist direkt fiir die Beschleunigung bzw. fiir das Abbremsen der Kugel wéhrend der
Schwingung verantwortlich.

Aufhéngung

Ruhelage
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Losungshinweise zu Arbeitsblatt 3

Der Schweinezyklus

zu 1) Esist sinnvoll,a > 0 und n < 0 anzunehmen, denn ein hoherer Preis wird im Allgemeinen die Aufzucht von
Ferkeln zu Schlachtschweinen fordern, also das Angebot erhohen, gleichzeitig aber auch die Nachfrage verrin-
gern.

zu 2) Nach einer gewissen Zeit werden sich Angebot und Nachfrage so einpendeln, dass zwischen Thnen ein
Gleichgewicht entsteht:
A =N

t te

zu 3) Aus dieser Identitdt von Angebot und Nachfrage ergibt sich die folgende Differenzengleichung fiir den
Preis der Schlachtschweine:

o+a-P_, =n+n-P bzw. P zi-Pf +220

t t-1
n

Bei der gesuchten Differenzengleichung handelt es sich also um eine Form der Tilgungsgleichung. Entsprechend
einfach erhilt man deren Losung zu

zu 4) Zwischen Angebot und Preis besteht der Zusammenhang A, = o +a-P,_, . Daher gilt

A —
P =— ' baw. P =
a a

At+1 —a

AusP =2.P_, +“1erhilt man damit die Differenzengleichung

A 1_0‘:3.A1_0‘+0‘_n

t+

bzw. A, :i-AH +(a—i~nj.
a n a n n n

Hierbei handelt es sich wiederum um eine Tilgungsgleichung, so dass sich die Losung zu

t 1- %t
A=) AT o)

ergibt.

zu 5) Bei dieser Aufgabe ist es zundchst sinnvoll, geeignete Startwerte P, und A, festzulegen und diese fiir alle
drei betrachteten Fille konstant zu lassen. Hier seien P, =5 und A =1. Diese Werte sind vollig beliebig gewéhlt

und sollen die Vielfachen eines Grundpreises bzw. einer Angebotseinheit darstellen.
Auch fiir nund o konnen einfach Werte festgelegt werden: Nehmen wir hier z. B.n=7unda =2 .

Wiéhlt man nun fir den Fall

<1z.B.n=-1und a= 0,75, so pendelt sich Angebot und Preis im Laufe von

o
a

wenigen Aufzuchtzyklen auf nahezu konstante Werte ein.
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Wihlt man hingegen z. B. n = — 0,75 und a = 0,75, also

o
a

=1, so schwanken Angebot und Preis jeweils von

Aufzuchtzyklus zu Aufzuchtzyklus zwischen zwei konstanten Extremwerten.

Wihlt man nun fir den Fall

Bl
a

>1z.B.n=-0,75 unda=1 odern=-0,90 und a = 0,95, so schwanken An-

gebot und Preis von Aufzuchtzyklus zu Aufzuchtzyklus zwischen sich stetig vergroflernden Extremwerten bis
sogar unrealistische, da negative, Werte fiir Preis und Angebot erreicht werden. Hier werden die Grenzen des
mathematischen Modells sichtbar!

zu 6) Der Fall

Bl
a

=1zeigt am ehesten den Verlauf der Preis- und Angebotskurven, den man landlaufig unter

dem ,,Schweinezyklus® versteht: Aufgrund der Orientierung der Mastbetriebe bei der Aufzucht an den aktuellen
Schweinepreisen und nicht an den voraussichtlichen Preisen nach dem néchsten Aufzuchtzyklus kommt es re-
gelmiBig zu starken Schwankungen von Angebot und Preis bei Schlachtschweinen. Ein Stabilisierung von An-

gebot und Preis oder eine starkes Anwachsen wie in den Féllen|2| < 1und

pil
a

a
a

>1kommen nach aller Erfahrung

nicht vor.

Macht man sich z. B. unter www.agrar.de auf die Suche nach entsprechenden Daten auf die Suche, stellt man
erwartungsgemél fest, dass der tatséchliche Preisverlauf nicht exakt einem der drei besprochenen Fille folgt.
Jedoch stimmt der Verlauf der Preiskurve noch am ehesten mit dem Fall 2 iiberein, denn die Preise fiir Schlacht-
schweine schwanken zwischen Extremwerten, stabilisieren sich jedoch nicht auf einen Wert oder reiflen etwa
grenzenlos aus.
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