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Karlhorst Meyer

Schuler untersuchen die Geometrie von Billardtiache

Einmal im Jahr geht das so genannte ,Mathematiks@rhides Gymnasiums Starnberg seit 1981 mit ca. 40
Buben und Madchen nach Sterzing/Sudtirol in Klausan kann die Gruppe nicht als Hochbegabte bezeich
nen, wenngleich solche sich immer wieder in derpBeufinden; doch sind alle Beteiligten an Mathekaghr
interessiert. In aller Regel hért man drei bis viege taglich 7 Stunden Mathematik und befasst a@nds
jeweils zwei weitere Stunden mit Hausaufgaben zwghd®&en oder 16st alte Wettbewerbsaufgaben. Ameine
Nachmittag findet ein ,Ausflug” statt, der meisttrainer ortsanséssigen Industriebesichtigung vetbimvird.

Das Seminar besuchen Schilerinnen und Schiiler Beséh 6 mit 12, die ein besonderes Interesse fan de
Mathematik haben. Die Schilergruppe wird in zweigpren parallel unterrichtet: Klassen 6 mit 8 bildizs
zunterseminar”, der Rest kommt ins ,Oberseminargbsi bei den Klassen 8 und 9 die Trennung vor Ort
anhand der Kenntnisse der einzelnen Schiler ertbehiwird. Das Seminar hat im Schnitt gleich vidid-
chen wie Jungen. Aus dem Seminar ist die vorliegetaltschrift hervorgegangen.

Anders als bisher bemiht sich der Autor im Folgende, die Schiilerbemerkungen wahrend seines Vor-
trags in Sterzing 2007 in die Veroffentlichung einaarbeiten. Er bedankt sich recht herzlich fir das Proto-
kollieren dieser Bemerkungen bei seiner Kollegial-Fraunspurger vom Gymnasium Starnberg.

Der rote Faden des Unterrichts stammt aus dem Meug von Professor Dr. Frank Herrlich auf dem 9.
Forum fir Begabungsférderung in Mathematik an deiversitat Karlsruhe (TH) vom 22. bis 24. Marz 2007
Der Vortrag hatte das Thema ,Von Billardtischen ri@eigamis zur algebraischen Geometrie®. Dankenswer
terweise hat Professor Dr. Herrlich seinen Vorfiaglie oben genannten Zwecke zur Verfiigung géstell

1. Vom Physikalischen zur Mathematisierung des \Wiishen

Billardtische sind rechteckig, ihre Mal3e spielen
zunéchst keine Rolle. Sto3t man eine Kugel, so
wird diese an der ,Bande" reflektiert und lauft bis
sie wiederum eine Bande findet. Kommt sie in die
Ecken des Tisches, so bleibt sie stehen. Der Weg
kann dank der Reibung zwischen Kugel und Tisch
nur endlich lang sein. Auf Grund des Radius der
Billardkugel stimmt die Reflexion an der Bande
nur in Naherung mit der nebenstehenden Zeich-
nung Uberein. Beim Mathematisieren macht man
Voraussetzungen, die nicht immer mit der phy- Abb. 1.1

sikalischen Realitdt Ubereinstimmen. Man sagt:

Man arbeitet mit einenModell eines Billardtisches. Nach den theoretischen @gerigen muss man dann
allerdings auch prifen, ob die gefundenen Ergebmiseh mit der physikalischen Realitét tbereinstamm
Dies soll in der vorliegenden Arbeit nicht geschehe

1.1 Das Modell

Voraussetzungen:

Die Kugel ist punktférmig, hat also den Radius 0.

Den Lauf der Kugel nehmen wir reibungslos an.

Die Reflexion an der Bande geschehe so, dass ddialEwinkel“ gleich dem ,Ausfallswinkel” ist.
Zunachst wird angenommen: Der Tisch sei ein QuatiaKantenlénge 1.

Trifft die Bahn eine Ecke, so soll sie dort enden.

arONE

Will der Spieler mit einer Kugel eine andere treffeo visiert er — in Gedanken — das Spiegelbideti Kugel
an, d. h. durch das Spiegelbild liegt der an derd®@agebrochene Weg auf einer Geraden. Man kanitideh
also durch seine Spiegelbilder an allen 4 Bandesdtzen (siehe die folgende Zeichnung); allerdiegiste-
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hen hierbei bis zu 4 verschiedene Spiegelbilderwtepringlichen Tisches, die sich durch ihre Anardn
unterscheiden. Dies wird entweder durch die Kerfreing der gleichen Banden (kleine Striche) odectdu
die Nummern 1 bis 4 im Inneren markiert.

Man stellt sich vor, dass der erste Bahnteil iregirersten Tischexemplar lauft und nach der 1. Kefleein
zweites Exemplar (auf dem ersten gelegen) erreisit Es liegen also viele Billardtischexemplarerébrean-
der, die man jetzentwickelt® d. h. sie geordnet nebeneinander gelegt hat.

1.2 Erste Ergebnisse

y

1. Der entwickelte quadratische Billardtisch : i fif f fi H N*l
der Kantenlange 1 Uberdeckt mit 4 ver- FI1T2F 1T 245 1F 2
schiedenen Quadraten die ganze Ebene J | J J J |
(siehe das nebenstehende Bild). EA+3F4F3F4F3F

2. Aus der vielfach reflektierten Bahn wird " " m " " 4
eine Halbgerade mit der Gleichung E1F 0F1FoF1F0%F
AL o B ol Il I e
durch den Anfangspunki(¥o) und dem 1’ ' ' 1 1
Steigungskoeffizienten m. FTAT3F4T73 5473

3. Die Schiiler nennen den Fall einer auf der — Tttt
Bande senkrechten Bahn ,langweilig”. FI1T2F 1T 2F 1T 2%
Deshalb wird dieser Fall in der Folge au- | i | I | |
Rer Acht gelassen, d. h. die Untersuchun- FAF3FA4+3F4F+3F
gen werden auf m O und n¥ 4 einge- th n i +H i —
schrankt. F 1+ o0oF g4+ 0Fq 4+ 0F

4. Negative m kdnnen o. B. d. A. vermieden :.I' .2 .1 .2 :.I' .2
werden, indem man dann die Ebene vom | D U D D A
ersten Billardtischexemplar nach links Eﬁ 374137473
pflastert und das Ganze an einer vertika- " H H H 1 H #—
len Ebene spiegelt. Man kann im Folgen- ¥F1712 T 172 T 112 Tx
den davon ausgehen, dass ' 5 ! 5 5 —e
0 < m <o. Wir benutzen also jeweils nur
einen Quadranten. Abb. 1.2

In Abbildung 1.3 wird eine periodische Umlauf- Ly

bahn der Kugel im Billardtisch und die entspre-
chende Bahn im konstruierten Modell dastgdit.

Aufgabe 1.1Was ist der Grund, dass die
gezeichnete Billardbahn periodisch ist?
Kommt die Kugel an irgendeinem Platz 1 1 1
zum Stehen? In welchen Feldern der
idealisierten Bahn liegen die gleichen
Anordnungen wie im Ausgangsfeld vor?

Lésung: Wie man der idealisierten Bahn entneh-
men kann, ist m= 1. Die Kugel kommt im ge-

zeichneten Fall nicht zum Stehen, weil der Ablauf
reibungsfrei ist. Die gleiche Anordnung wie im
Ausgangsfeld liegt in allen Feldern vor, die mit 1 1 1
.1" gekennzeichnet sind.

Aufgabe 1.2Konstruiere eine weitere
periodische Bahn. Welche GesetzmafRig-

keit wird vermutet? ! 1 1
ol Yo) X

Abb. 1.3
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Zur Lésung:Man wahle z. B. m = 2. Verbindet man im gezeicandsitternetz zwei kongruent gelegene Punk-

te (%|yo) und (x|yy) in Quadraten 1, so sind x %, und y — Y, natiirliche Zahlen und somit m LYo
X1~ Xp

rational.

Hat man umgekehrt ein rationales m, so kann manm Rwekte (%|yo) und (x|y) in Quadraten der Nummer 1

mit m = AY wahlen. Die beiden Punkte liegen in ihren Quadra®, dass sie bei Verschiebung dieser
X %o
Quadrate ineinander Gibergehen. Also ist die Bahiogisch.

Damit hat man den folgenden Satz gefunden:
Satz 1.1:Eine Bahn ist genau dann periodisch, wenn ihrigy&tg rational ist.

Ist also m irrational, so kann es sich nicht umegberiodische Bahn handeln. Im Folgenden werderhsol

Bahnen bzw. ihr Abstand zu einem beliebigen Pu@(emodggg) des Ausgangsquadrats untersuchtli€ye nicht
auf der Bahn:

Die Bahn habe die irrationale Steigung m, also

eine Zahl mit einer nicht periodischen Dezimal- y
zahldarstellung. Dann gibt es auf der nicht peri- A &
odischen Bahn im ersten Quadrat 1 einen Punkt
Po(Pol ay), fiir denlgy — ! hochstens kleiner 1 1
als der AbstandPyQy|ist.
Die Bahn durchlauft dann immer wieder Quad- B D,
rate vom Typ 1, in denen zuy,(ongruente ~
Punkte Q(qilay) mit g = g + 2k mit kO |
liegen. In diesem Quadrat gibt es abermals ein /

Pdpela) mit po= po + hE—la, wie man der
N m

nebenstehenden Abbildung 1.4 entnehmen
kann, wobei auch il N. Hierbei gilt:

|Pth|:(po+h["§—J‘(%+2k)( R

Aufgabel.3Weshalb habenRund Q / 2
dieselbe y-Koordinate, falls| P,Qyl
minimal wird?

Losung:Liegen B, und Q bei minimalem Ab-
stand in verschiedenen Quadraten des Typs 1, P D X
ist ihr Abstand mindestens 2 und damit nicht 0 &0 =S
minimal.

Das zu Grunde gelegte Koordinatensystem wird
jetzt so gewahlt, dass Bler Ursprung und da- Abb. 4
mit po = O sind.

€ sei eine kleine Zahl. Der gesuchte Abstand selhler alss sein. Damit gilt fur den gesuchten Abstand:

2h
__2k —
( m j Yo

Diese Ungleichung ist gleichwertig mif, — & <2—h—2k <, +&. Man kann im mittleren Glied 2:m > 0 aus-
m

<&

klammern und durch diese Zahl die Ungleichungeiddiven, ohne sie zu andern. Man erhalt:

g(%‘f)<h‘km<g(%+5)
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(hk) mit h — km etwa gleich dem Mittelwe% [2e =me der beiden Rander wirde die beiden Ungleichungen

erfullen. Das Problem ist also auf die folgendegEraurtickgefuhrt:

Aufgabe 1.5:Gibt es zu einer beliebig kleinen positiven Zahlind einem irrationalen m ein Paar
(hlK) so, dass h:m = k gist?

Losung:Nehmen wir an 0 € < 0,1. Wir zeigen, dass es h und k so gibt, dass dierersNachkommastellen
von h:m — k nur Ziffern 0 haben:

h:m ist irrational, hat also bei den Nachkommastekeine Periode. Fur die ersted hQgibt es mindestens
zwei h < hp, mit denselben r ersten Nachkommastellen, deshatllddnn (h— hy):m unmittelbar hinter dem
Komma r Nullen; damit gibt es ein natirliches k thit— hy):m — k <e. Man wéhle also h =1 h.

Aufgabe 1.6Zeige mit einem Programm, dass die Paaté)(matiirlicher Zahlen aus Aufgabe 1.5
existieren.

Losung:
program billard08;

uses crt;
var h,qg: Longint;
m,k,I,p,e: Real;

begin
write('q=";
readin(q);
write(‘e=");
readin(e);
h:=1,
m := Sqrt(q);
repeat
| ;= trunc ((h/m)*(1/e));
k :=(I*e);
p = frac (k);
if (p = 0) then writeln('h=",h," k=",k)
elseh:=h+1,
until p = 0;
readin;
end.
Man bekommt z. B.fuirg=2und e=0,1 h=7
e=0,01 h =99
e = 0,001 h =577
e =0,0001 h=11482
furq=3und e=0,1 h=7
e=0,01 h=97
e = 0,001 h =362
e =0,0001 h=5042

Damit haben wir den folgenden Satz gefunden:

Satz 1.2:Eine Billardbahn mit irrationaler Steigung kommdg¢en Punkt auf dem Billardtisch beliebig
nahe.

Man kann die erforderlichen h und k zumindest &lativ grol3ee durch Handrechnung finden:
Aufgabe 1.7Berechne fiir m =/2 unde = 0,1 die erforderlichen h und k.
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LOsung:
h =1, also /2 =0,707...; fiir h = 10 folgt hieraus K2 =7,07, d.h: h=10und k = 7 liefert ein, Qas
von der Bahn weniger als 0,1 entfernt ist. LéseRtablem fire = 0,01 und m = 142 .

Aufgabe 1.8:
Korollar 1.3: Die Billardbahn mit irrationalem m erreicht nicketien Punkt des Tisches.
LOsung:
Die Bahn beginn in () und habe m =/2.
Dann liegt der Punkt 41\/5) und alle weiteren (1 + 2a/3 +2b) mit nattrlichen a und b nicht auf der Bahn.
Begrundung:
Annahme (1 + 2h/3 +2b) liegt auf y =V2 x, also/3+2b =2 (1 + 2a). Man quadriert diese Gleichung und

2 o2
erhalt: 3 + 4B+ 4by/3 = 2(1 + 43+ 4a), alsoy/3 = &+ 8i1b 40" 1 Rechts steht eine rationale Zahl, links

eine irrationale; d. i. ein Widerspruch. Also warndBese Punkte nicht erreicht.

Definition 1.4: Fur den Sachverhalt, dass bei irrationalem m dienBedem Punkt beliebig nahe
kommt (falls sie nicht in einer Ecke hangen bleilsiehe Vereinbarung 5 in 1.1), sagt man auch, die
Bahn ist Uberaltlicht.

Hinweis:

Man verzerrt den Billardtisch zu einem Rechteck aeit Kantenldngen a und b. An obigen Untersuchuimgen
Abhéngigkeit von m andert sich dadurch nichts;.d. h

Auch beim tblichen Billardtisch ist die Bahn peiigth, falls ihr Steigungskoeffizient m ein ratioeaVielfa-
ches von b:a ist, sonst ist sie Uberall dicht.diden Fallen ist vorauszusetzen, dass die Bahre Késthecke
trifft, weil sie sonst dort endet.

2. Andere ,Billardtische”

Die bisher gemachten Uberlegungen lassen sictsiealn, wenn der Billardtisch ein von Strecken igiges
Vieleck ist und mit diesem Vieleck analog zu Kabitelie Ebene gepflastert werden kann.

Aufgabe 2.1Das regulare Vieleck ¥Ymit n Ecken habe die Eigenschaft, dass mit ihmEdiene ge-
pflastert werden kann.

LOsung:
Alle Winkel zwischen benachbarten 1 \2/ ? \LVZ 3 \6/ ]i \2/1 25
T

Seiten (die Winkel heien dann Innen- 3
winkel des Vierecks) sind gleich grof3 4 6 2
und das WinkelmalR muss Teiler von
360 sein. D. h.: 180 ist Teiler, aber es
gibt kein Vieleck mit Innenwinkel 180
120 ist Teiler, d. h. das regulageEck

ist Losung. 90fuhrt zum Quadrat (siehe
Kapitel 1). Es gibt kein regulares
Vierleck, dessen Innenwinkel 72e-
tragt. Das gleichseitige Dreieck hat
einen Innenwinkel von 60 Zu den
Teilern 45, 40, 36 usw. gibt es keine
reguléaren Vielecke. Es bleiben also nur
die regularen 3- bzw. 6-Ecke.

Will man die Pflasterungen zur Theorie
der Billardtische aus Kapitel 1 benutzen,
muss man darauf achten, wie viele ver-
schiedene Kopien des Ausgangstisches
bis auf Translation vorkommen.

N
(o]
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2.1 Reguléares Dreieck als Billardtisch

Abbildung 2.1 entnimmt man, dass 6 verschiedené Dre
ecke bendtigt werden. Die groRen Ziffern bezeichnen
den Dreieckstyp, die kleinen Ziffern die Seite, der
gespiegelt wird, bzw. die Dreiecke verheftet werden
Abbildung 2.2 zeigt den Weg einer Billardkugel und
dessen Auflésung zu einer Geraden.

Beachte: A sei der Anfangspunkt und E jeweils der
Endpunkt.

Aufgabe 2.2:Welche Bedingung muss erfullt
sein, damit eine periodische Bahn entsteht?

LOsung:

Wenn die Punkte A und E von der jeweiligen linken Abb. 2.2

unteren Ecke des Dreiecks vom Typ 1 die gleiehie

fernung haben, wird die Bahn periodisch, sonsttnidfie sich das Ergebnis auf den Steigungskoeffizie
auswirkt, wird hier nicht mehr untersucht .

Die weiteren Uberlegungen fanden die Schiler sedosth ,Bleistiftexperimente®: Anhand verschiedener
Zeichnungen entstanden Vermutungen, die es daoweitsmdglich — zu tGberprufen galt.

2.2 Regulares Sechseck als Billardtisch

Wie Abbildung 2.3 zeigt, ist das Pflastern der Ebeanrch Spiegeln jetzt an den Sechseckseiten miehir
eindeutig mdoglich, da nach dem AusgangssechsecBalten mehrere Nummern bekommen; z. B. erhalt die
Seite zwischen den Sechsecken 2 und 3 beim Spiagaler Seite 5 die Nummer 4. Damit gibt es irhSeck
Nummer 3 zwei Seiten mit der Nummer 4. Man mak® abhdngig vom Weg die einzelnen Exemplase de
Billardtisches verheften.

Die gleiche Problematik erhalt man, wenn man versuc
Rauten durch Spiegelungen an ihren Seiten zu werhef

Aufgabe 2.3:Zeige, dass man eine passende
Pflasterung der Ebene erhalt, wenn man gleich-
seitige rechtwinklige Dreiecke an ihren Seiten
spiegelt. Finde hier (auch rechnerisch) eine Be-
dingung fir eine periodische Billardbahn.

Losung:
Fertige eine Zeichnung wie in Abbildung 2.4 undréih
darin konsequent die Nummerierung der Seiten durch.

Man kann im Weiteren wie bei den Quadraten in Kapit

1 verfahren und findet das gleiche Ergebnis: z 2 ?
Die Billardbahn ist genau dann periodisch, wenn der , X[ 1] ] 1
Steigungsfaktor der Geraden rational ist. In abewe- . . L L
ren Fallen wird jeder Punkt beliebig angenahert died
Bahn liegt Uberall dicht. In beiden Fallen musdirath > 3 ) 7 1 3 3
ausgenommen werden, dass eine Dreiecksecke gatroffe
wird. Dann endet die Bahn an dieser Stelle. 2 z 7 2

X | 1 4 & 51 4

1 1 1 1
Abb. 2.4
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2.3 Beliebiges Vieleck als Billardtisch

Wie man bereits bei NS ENGELHAUPT [1]
nachlesen kann, lassen sich die hier anschlie-
Rend an HERRLICH [1] vorgefiihrten Uberle-
gungen auf beliebige Billardtische, deren Ban-
de ein beliebiges Vieleck, also von Strecken,
begrenzt ist, durchfuhren. Freilich, Aussagen z.
B. Uber den Steigungsfaktor m der Ausgangs-
bahn kénnen dann nicht mehr allgemein formu-
liert werden. Auch ist es meist nicht mehr még-
lich, den Billardtisch in die ganze Ebene fortzu-
setzen, da der Zusammenhang zwischen den
gespiegelten Tischen komplexer ist.

Das im Allgemeinen noch durchfiihrbare Vor-
gehen wird am Beispiel eines ,beliebigen”
rechtwinkligen Dreiecks in Abbildung 2.5
vorgefuhrt. A ist der Anfangspunkt, E der
Endpunk der Bahn.

In Abbildung 2.6 wird am gleichen rechtwink-
ligen Dreieck eine zweite Bahn von A nach E
vorgefiihrt, die nicht mehr Uber die Dreiecke 2
bis 5 (schraffiert) gefunden werden kann. Hier
braucht man neue Dreiecke 6 bis 8, die auch
nicht aus den vorherigen durch Verschiebung
hervorgehen.

Abb. 2.6

Beim allgemeinen Fall ist es also sehr unwahrsdicbindass zwei Dreiecke durch Translation auselaan

hervorgehen.

Im allgemeinen Fall Gberlappen sich die Dreieckesefeiedener Wege wie in Abbildung 2.6. Man sdgr
Zusammenhang der Pflasterung ist komplizierter alssorher. Die Pflasterung ist nicht mehr in der Ebene

darstellbar. AbschlieRend kann die folgende Vermgtiormuliert werden:

Vermutung 2.3: Man kann den Billardtisch an seinen Banden stetspgegeln, dass die Bahn davon
Uberdeckt wird. Nach einer endlichen Anzahl vonclseh Spiegelungen entsteht eine periodische
Bahn, wenn alle Innenwinkel des Billardtischesaadile Vielfache vomt sind.

Man beachte: Diese Vermutung ist kein Widerspruatm Beispiel, in dem die Bande ein regulares Seéhsec

ist.

3. Rander verkleben

wlw
wlw

Abb. 3.1
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Alle Quadrate der Abbildung 1.2 lassen sich dur@ns¢hieben mit den Quadraten 1 bis 4 identifizieEze
Quadrate vom Typ 1 bis 4 haben Réander (vgl. dieildbbg 3.1). Die Randnummern 1 bis 4 des Ausgangs-
guadrats 1 kommen in den Quadraten 2, 3 und 4 vor.

Identifiziert man (verklebt man) die Rénder 1, shé# man ein Stuck einer zylindrischen Flache etait
waagrechter Achse. Verklebt man dann auch nocliRéieder 4 miteinander, so entsteht ein Torus (Sikde
Abbildung 3.2).

Bei derAbbildung, die vom Bild 3.1 zum Bild 3.2 fuhrt, darf niclthgen, dass jetzt die Kanten der Quadrate
durch das ,Biegen” zu Kreisb6gen — oder noch allgieeren Kurvenstiicken — geworden sind.

Uberlegungen dieser Art sind fiir den Mathematikrrigiet an Gymnasien uniiblich, sie sind aber nicithig-
lich, wenn man entsprechende Modelle zu Hilfe nimit gro3em Eifer haben die Schiler solche gelitaste
um sich die Dinge besser vorstellen zu kénnen.

Aufgabe 3.1Fihre die beschriebene Abbildung mit einem Stligké?aus.

Ergebnis 3.1:Bis auf ,Translation“ beschreiben die vier Teildtéceines Torus die Situation eines
Billardtisches.

Aufgabe 3.2Uberlege: Was kann dann die Bahn der Billardkugédam Torus sein?

Zur Lésung:Die Kugelbahn kann jetzt eigentlich jede Punktbabhhdem Torus ausgehend von der Flache des
Typs 1 sein.

Aufgabe 3.3:Nebenstehend ist ein L-

Vieleck. Es sollen hiervon 4 Exemplare !

durch Spiegeln an den Kanten 1 bis 4 5
erzeugt werden.

a) Weshalb bringt ein Spiegeln an den 2 5
Kanten 5 und 6 keine weiteren grundsatz- 1 )
lich verschiedene L-Vielecke?

b) Verklebe jeweils zwei entsprechende 3
Kanten mit den Nummern 2 und 3.

Hinweis: Es entsteht ein Kreuz. AbD. 3.3

¢) Nun werden noch die Kanten 1, 4, 5 und rklebt. Bastle eine solche Flache und beschreils, w
diese (geschlossene) Flache mit einem Torus zhatn

Das Ergebnigst eine ,Kugel“ mit 2 Henkeln, d. h. ein Torus minem (weiteren) Henkel. Ohne Beweis wird
der folgende Satz angegeben:

EuLERsche Polyederformel 3.1Eine Flache F wird in f Flachen mit k Kanten unBeken zerlegt.
Dann berechnet sich das Geschlecht g der Flachélgeer Formel 2 —2g=f—k + e.

Satz 3.2:Die Flache F der E.ERschen Polyederformel 3.1 kann auf eine Kugel delegden, die
g Henkel hat.

Aufgabe 3.4Berechne das Geschlecht der Flache aus Aufgahed.8rklare, wo die ,Kugel beim
gebastelten Gebilde zu suchen ist.

Aufgabe 3.5:

Man verklebe endlich viele einzelne Ein-
heitsquadrate wie folgt:

Die linke Kante eines jeden Quadrats wird
mit einer rechten Kante eines anderen
Quadrats identifiziert (siehe im Fall von 4
Quadraten Abbildung 3.4). Es entsteht ein
Ring aus Quadraten, bei denen die Quad-
ratecken so mit Punkt und Kreuz markiert
werden, dass sich auf allen Kanten die
Markierungen abwechseln.
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a) Wie viele Flachenteile, Kanten und Ecken hat@samtflache bei 4 Ausgangsquadraten?
b) Berechne im Fall a) nach dewiErschen Polyederformel das Geschlecht der Gesamgflach
c) Skizziere die Gesamtflache von a).

Ldsung:

a)f=2,k=2,e=2
b)2-29g=2-2+2alsog=2

c¢) siehe die nebenstehende Abbildung 3.5. e =...
entsteht aus den ,senkrechten Kanten der Quad-
rate in Abbildung 3.4

o Abb. 3.5
Solche verklebten Flachen entstehen bei Origa-

mis (siehe auch MHAEL SPIELMANN [1])
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