Hans Walser

Verquere Schilerfragen

Die ,bléden” Schilerfragen werden gerne Uberhdg. @ssen nicht ins Konzept und schon gar nichetmr-
plan und Standards. Sie zwingen zum Nachdenkendaadraucht Zeit. Fir die Lehrperson stellt siabai
als Einstiegsproblem, die Terminologie der Fragerenstehen und mit den in der Fachwissenschaftliuti
Definitionen abzugleichen.

Die Schulerfrage, ob es eine Ellipse dhiéi Brennpunkten gébe, stellt zunachst die eigenelieten Vorstel-
lungen Uber Kegelschnitt, Reflexion und Spiegelagegsnetrie in Frage. Welcher der verschiedenen Zygan
zum Begriff Ellipse ist der richtige, um diese Slehfiage anzugehen? Es zeigt sich, dass es durshauslle
Verallgemeinerungen gibt, und Uiberraschenderwéilseh sie zu scheinbar fern liegenden Bereicherzuie
Beispiel der Statistik. Und plotzlich sieht man lawgnen einfachen geometrisch-physikalischen Zugamy
Brechungsgesetz. Es ist faszinierend, auf diesesé\Vaén ,Alten* aus der Friihzeit der Naturwissenfieha
auf die Schliche zu kommen.

Fir den Nachvollzug der folgenden Uberlegungen sindCAS (Computer Algebra System) sowie ein DGS
(Dynamische Geometrie Software) hilfreich. Ebengal win gewisses handwerkliches Geschick fur den Mo
dellbau geschult.

1. Problemldsen und Problemfinden

An unseren Schulen hat ,Problemlosen* mittlerwaitdhon Kultstatus erreicht; eine ganze padagogitthe
dustrie lebt davon. Viel spannender als das Losggegebener Probleme ist jedoch das Auffinden uearB
beiten eigener Probleme. Erstaunlich, dass es &aiiie Kultur gibt.

Mir scheint es wichtig, bei Fragen von Studierendenau hinzuhéren, insbesondere, wenn die Fraggnsch
bar sinnlos ist. Der Ausléser zu den folgenden (dgengen war die Frage eines Studierenden: Gilefires
Ellipse mitdrei Brennpunkten?

Aufgabe 1: Gibt es weitere ,dumme* Fragen und Bemerkungen ZhemaDreiheit?

2. Gewohnliche Ellipse

2.1 Zwei Konzepte

Um die Frage nach einer ,Ellipse* mit drei Brenngtgm anzugehen, denken wir zunéchst tiber die geiwdhn
che Ellipse mit zwei Brennpunkten nach. Dazu stedieh zwei Assoziationen ein:

1) Die ,Gartnerkonstruktion*: Die Ellipse ist die éfige aller Punkte, deren Summe der Abstéande zu zwei
gegebenen Punkten (den Brennpunkten) konstarDiesse Definition kann mit einer Schnur visualisiestr-

den, welche an beiden Enden an der Tafel so fiisgrtlass sie etwas lose hangt. StraffspannedeniKreide

und Bewegen der Kreide ergibt die Ellipse. — Bedséir Definition ist nicht ersichtlich, warum dieiden
Punkte als ,Brennpunkte” bezeichnet werden.

2) Die Reflexionseigenschaft: Strahlen, welche veimen Brennpunkt ausgehen, werden an der Ellipse so
reflektiert, dass der reflektierte Strahl durch daederen Brennpunkt verlauft.



Welches der beiden Konzepte ist passend fiir eimallgemeinerung auf drei Brennpunkte? Gibt es dlee
allgemeinerung, welche mit beiden Konzepten velithgst?

2.2 Experiment zur Ellipse

Wir basteln eine Schablone einer Ellipse aus
Karton oder Plexiglas mit gelochten Brenn-
punkten, langer Durchmesser etwa 20 cm
(Abb. 1). o

An einem Brennpunkt wird ein etwa 2 cm
breiter Streifen aus Papier oder Plastikfolie mit
einer Mustertiitenklammer befestigt. Dieser
Streifen wird Uber den Rand der Schablone Abb. 1: Schablone mit Brennpunkten
gebogen (Abb. 2). Er verlauft auf der Riicksei-
te durch den anderen Brennpunkt. Durch das
Loch in diesem Brennpunkt kann mit einem
Stift auf dem Streifen eine Marke angebracht
werden. Rickbiegen des Streifens und Nach-
messen zeigt, dass auf dem Streifen gemessen
der Abstand zwischen den beiden Brennpunk-
ten immer gleich lang ist, ndmlich so lang wie
die lange Symmetrieachse der Ellipse.

Das Biegen Uber den Schablonenrand ent-
spricht der Reflexion. Unser Modell zeigt also
beide Aspekte der Ellipse.

Abb. 2: Wie heil3t dieser Fisch?

3. Pseudoellipse mit drei Brennpunkten

3.1 Abstandsdefinition

Die Abstandsdefinition der Ellipse lasst sich I¢ighrallgemeinern: Es soll nun die Summe der Altéron
drei Punkten konstant sein.

Wir finden solche Kurven mit den ,BrennpunkteRy, F,, F3 als Niveaulinien der Funktion:
<61 =[F 5
Also mit Fy (x1,1), F2 (X2,y2), Fa(x3,y3) und P(x,y):

2(63)= (- 30 ) + (- y1)f - o+ - va )+ (- xa ) + (v - ya)

Die Frage allerdings, ob in diesen verallgemeimekarven auch eine Reflexionseigenschaft giltsigtil und
bleibt vorderhand offen. Das Problem dabei ist, drei Strahlen simultan an einer Reflexion beteilignsei
kénnen.

Beispiel: Zu den drei Punktef (0,1), F» (2,0), F3(3,3) (Abb. 3) zeichnen wir Niveaulinien der Funktion:



5

2(x¥)= 0+ (- 1F +(x- 2P +y2 +x- 3 +(y- 3

Technisches: Die Abbildung 3 wurde mit y
MuPAD (vgl: http://www.sciface.con)/ mit fol-

gendem Programm gezeichnet: 4
fi=(x,y)->sqrt(x*2+(y-1)"2)+sqrt((x-
2)"2+y"2)+sqrt((x-3)"2+(y-3)"2):

Niveaus:=plot::Implicit2d(f(x,y), x = - '
1.5..4.5,y=-1.5.4.5, Contours = [$5.5..9
step 0.5], f
LineColor=[0,0,0]):
Brennpunkte:=plot::PointList2d([[0,1],
[2,0], [3,3]], PointSize=3,
PointColor=[0,0,0]):
plot(Niveaus, Brennpunkte,
Scaling=Constrained, TicksDistance=1, : .
TicksBetween=0, - A
Width=100, Height=100);

-1

Aufgabe 2Welcher Punkt liegt im ,Zent-
rum“ der Abbildung 3? Abb. 3: Pseudoellipsen mit drei Brennpunkten

N\

/

Aufgabe 3: Lassen sich die Kurven der Abbildung 3 auch miféHdiner Schnur konstanter Lange rea-
lisieren (analog zur Gartnerkonstruktion)?

Aufgabe 4:Lassen sich diese Kurven auch mit dynamischer Ge@my®oftware (DGS) zeichnen?

Aufgabe 5:Was ergibt sich, wenn die drei Brennpunkte eincfjiseitiges Dreieck bilden?

Aufgabe 6: Mehr als drei Brennpunkte?
3.2 Pseudohyperbeln
Durch Einfuhren von Differenzen von Absténden
erhalten wir verallgemeinerte Pseudohyperbeln.
Im folgenden Beispiel istF; (-1,0), F»(1,0), o
F3(0,- 1) (Abb. 4). Die Abstéinde von P 7
und zuF, werden addiert, der Abstand von P zu
F; wird subtrahiert. Die Pseudohyperbeln sind

also Niveaulinien der Funktion:
Abb. 4: Pseudohyperbeln

2(xy) =+ D +y2 +f(x- 27 32 - 2+ g+ 1

Aufgabe 7: Was ergibt sich, wenn wir die Abstdénde gewichtésp aum Beispiel einen Abstand dop-
pelt rechnen?




Aufgabe 8: Mehr als drei Brennpunkte?

N

Abb. 5: Pseudohyperbeln

PYTHAGORAS-Metrik* Ds=+/Dx? + Dy? durch die MetrikDs=|Dx| +|Dy|. Diese Metrik wird in der so ge-

nannten ,Taxi Cab Geometry" verwendet. Die Abbildud zeigt obige Pseudohyperbeln in der Taxi Cab
Geometry.

3.3 Taxi Cab Geometrie

Wir ersetzen fir die Berechnung der Abstdnde
von den Brennpunkten die ubliche euklidische

Die Pseudohyperbeln sind Niveaulinien der Funktifr;y) = (x +1 +|y]) +(x - 1 +|y) - (X +

1
+ -
y 3)

Aufgabe 9:Wie sehen gewdhnliche Ellipsen (mit nur 2 Brenngankin der Taxi Cab Geometry aus?

Aufgabe 10:Wie sehen gewdhnliche Hyperbeln in der Taxi Cabr@stoy aus?

Allgemein lasst sich diese Metrik so schreib&s:= {/|Dx| +|Dy|°

Aufgabe 11:Wie sehen die Einheitskreise flr verschiedene Wentep aus?
Aufgabe 12:Wie sehen obige Pseudohyperbeln fur verschiedenmeeWen p aus?

So viel zur ,Gartnerkonstruktion* mit den Abstand&venden wir uns nun der Reflexionseigenschaft zu.

4. Reflexion

4.1 Spiegelgeschichten

Sie hatte einen wunderbaren Spiegel; wenn sie gartcht und sich darin beschaute, sprach sie: Bjieg

Spieglein an der Wand, wer ist die Schonste im garnzand? — so antwortete der Spiegel: Frau Konidin,

seid die Schonste im Land. Da war sie zufriedenndge wusste, dass der Spiegel die Wahrheit sagte.
Grimm, Schneewittchen

Der Schuss in den Spiegel: Ein Cousin aus der kange#schichte schoss mit der Pistole auf sein egSpie-
gelbild. Der Spiegel reflektierte das Geschossffdire

Schon ein Klassiker ist folgende Frage: Warum westht ein Spiegel links und rechts, nicht aber olnech
unten?

GrolBmutter erlebte, wie die Schwarzweil3-Photogeptiurch die Farbfotografie abgelést wurde, der
Schwarzweil3-Film durch den Farbfilm und das Schwai2-Fernsehen durch Color-TV. Wann eigentlich
wurde der Schwarz-Wei3-Spiegel durch den Farbspaggelost?

Aufgabe 13:Kennen Sie eine eigene Spiegelgeschichte?
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Bei einer Spiegelung sind immer zwei Objekte bigfgidas Urbild und das Spiegelbild. Das Spiegdlii¢és
Spiegelbildes ist wieder das Urbild. Wie kdnnen dugi Objekte an derselben Spiegelung beteiligt sein® Da
Problem kann auch so formuliert werden: Bei eineflékion haben wir einen einfallenden und einerfaus
lenden Strahl. Wie kdnnairei Strahlen an einer Reflexion beteiligt sein? Unsdi€rage anzugehen, untersu-
chen wir zunachst die tbliche Reflexion, wie sietabei der gewthnlichen Ellipse mit den Strahlercduie

beiden Brennpunkte erscheint.
F

4.2 Das Pferd will zur Tranke F

Eine Kultaufgabe der Spiegelungsgeometrie: Ein
Reiter mochte auf kirzestem Weg vonrfach k
reiten, dazwischen aber sein Pferd am Bach g tran- Abb. 6: Optimaler Weg?

P

ken (Abb. 6). Gesucht ist also der kiirzeste Weghiamach k tiber einen beliebigen Punkt P auf der Geraden
g. Ein Optimierungsproblem also. Wir gehen dieseblem auf verschiedene Weisen an.

Aufgabe 14:,SchulméaRige” Lésung des Problems?

4.2.1 Faden und Plexiglas

Wir bohren in ein rechteckiges Plexiglas- oder
Plastikstick (zum Beispiel transparenter 30cm-
Malstab) zwei Locher in ungleichen Absténden
von der Oberkante. Dann ziehen wir einen Faden
durch das eine Loch und uber die Oberkante von
der Rickseite her durch das andere Loch (Abb. 7).
Wenn wir die Enden des Fadens straff ziehen,
ergibt sich zwischen den beiden Léchern der kur-
zeste Weg Uber die Oberkante.

Abb. 7: Kirzester Weg Uber die Oberkante

4.2.2 Dynamische Geometrie Software (DGS)

Wir wéhlen einen Punkt P auf g und tragen senkreghtGeraden g die Summe der Abstébq_é" und ‘ﬁ"

ab, und variieren dann P auf g. Der Endpunkt RAtemtandssumme beschreibt einen geometrischen @rt, d
offensichtlich ein Minimum hat (Abb. 8, links). Wirerschieben den Punkt P in dieses Minimum (Abb. 8,
rechts). Offenbar haben wir in dieser optimalem&ion gleiche Winkel zwischen g ui§P beziehungsweise

F,P . Die Reflexionseigenschaft kommt ins Spiel.
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Abb. 8: Summe der Abstande, optimaler Punkt

Aufgabe 15:Welche Kurve beschreibt der Zwischenpunkt Q dert@tdssumme bei Variation von P?

4.2.3 Geréat zur Reflexion

Die Reflexion an einer Geraden g kann durch zwei
gleich breite Halbstreifen dargestellt werden, atie
einer Ecke gelenkig verbunden sind und mit der
anderen Ecke auf der Geraden g gleiten (Abb. 9).

o g
Die Gerade g ist die dul3ere Winkelhalbierende des Abb. 9: Gelenkmodell

Zwischenwinkels der beiden Halbstreifen. sDa
Gerat kann nun so in die Aufgabendisposition eiagspwerden, dass je ein Streifen duFghbeziehungswei-

se F, verlauft.

Aufgabe 16:Basteln Sie ein solches Gelenkmodell.

Aufgabe 17:Was ergibt sich, wenn wir mit ungleichen Streifaitan arbeiten?

4.2.4 Spiel mit Sinuswerten

In der Optik spielen bei der Lichtbrechung und R
Lichtreflexion die Sinuswerte der Winkel zwi-

schen den Strahlen und der Normalen zu g eine

Rolle. In der Abbildung 10 sind diese Sinuswerte

in einem Einheitskreis eingezeichnet. Zuséatzlich

ist die Summe dieser Sinuswerte senkrecht zu g

eingezeichnet. Wir sehen, dass diese Kurve genau

im optimalen Fall die Gerade g schneidet. In

diesem Fall ist die Summe der Sinuswerte null; E
wir haben entgegengesetzt gleiche Winkel bei P.

V)
Uberhaupt drangt sich der Verdacht auf, dass die /

untere Kurve die Ableitung der oberen Kurve g
darstellt.

Abb. 10: Sinuswerte
Aufgabe 18: Wie lasst sich diese Vermutung beweisen?

Fir die Reflexion gilt alsosin(f,)+sin(f,)=0. Diese Feststellung ist veraligemeinerungsfahiefleRion

bei mehr als zwei Geraden bedeutet das VerschwiddeBumme der Sinuswerte aller Einfallswinkel:
n
sinf, +...+sinf , = sinf, =0
i=1
Damit kdnnen wir 4.2 auf mehr als zwei Anfangs-roedpunkte verallgemeinern.

4.3 Drei Punkte

Gesucht ist auf der Geraden g ein Punkt P so, dlasSumme der Abstande zu drei gegebenen Purfiten
F,, F3 minimal wird. Die Abbildung 11 zeigt die Situation
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Abb. 11: Abstande zu drei Punkten Abb. 12: Sonderfall
Aufgabe 19:Nach all dem, was wir oben alles besprochen hajitrsomit bei den Pseudoellipsen mit

drei Brennpunkten auch die Brennpunkteigenschaéichie Uberlegungen miissen bei dieser Folgerung
berucksichtigt werden?

Aufgabe 20:Mechanisches Geréat zur Darstellung der Reflexiardnei beteiligten Strahlen?

4.3.1 Sonderfalle

Wir setzen einen der drei Brennpunkte auf die Geradm BeispielF; 1 g (Abb. 12). Die obere Kurve hat
eine Knickstelle befs, die Ableitung entsprechend eine Sprungstelle.

Aufgabe 21:Was geschieht, wenn wir alle Brennpunkte auf dieaGe g setzen?

5. Minimales Wegenetz im Dreieck

Zu drei PunktenF, F,, F3 suchen wir einen Verzweigungspunkt P so, dass degeWetz von P zu den drei
Punkten minimale Gesamtlange hat. Wir suchen asdwinimum der Funktion:

z(P) :‘ﬁ +‘§3‘ +‘§" oder z(x,y) = ?:1\/(x- )2+ (y- y;)?

Beispiel: Zu den drei Punktef (0,1), F» (2,0), F3(3,3) suchen wir das Minimum der Funktion:

2(x,y) =X+ (v 1P +(x- 2 +y? +(x- 3P + (v 3
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Die Niveaulinien fiihren uns, allerdings sehr un-
scharf, zum ,innersten* Punkt (Abb. 13).

Bevor wir weiter Uberlegen: der gesuchte Punkt ist
der so genannt&ERMATFPuUnkt (PERRE DE FER-
MAT, 1601 — 1665). Er kann rein geometrisch auf
verschiedene Weise konstruiert werden (vgl. [1], S.
38/39, [4], S. 149, [5], p. 136 und [2] bzw. [3]).

Wir besprechen nun verschiedene Methoden, die-
sen EERMAT-Punkt zu finden.

Abb. 13: Wo ist der ,innerste” Punkt?
5.1 Seifenlauge

Minimale Wegenetze kénnen mit Hilfe von Seifenladgegestellt werden.

Rezept fur die Seifenlauge: 1 Liter lauwarmes Was580 Gramm Zucker, 750 Gramm Neutralseife, 25
Gramm Tapetenkleister. Alles mischen, einen Tagestdassen. 9 Liter Wasser dazugeben, gut rihren.

Ferner benétigen wir ein Dreiecksmodell, das ausi parallelen Plexiglasscheiben mit etwa 1 cm Zhése
raum besteht; dabei werden die Eckpunkte des Dkesedurch verbindende Stifte dargestellt. Dies kdumch
Schrauben von ca. 3 mm Durchmesser realisiert werde zusatzlichen Muttern und Kontermuttern kaiem
Abstand zwischen den Plexiglasscheiben justierteamr
Wir tauchen das Plexiglasmodell kurz in die Sei-
fenlésung. Beim Herausnehmen bildet sich ein
Film zwischen den beiden Plexiglasscheiben und
den die Eckpunkte des Dreieckes darstellenden
Verbindungsschrauben. Dieser Film hat das Be-
streben, sich méglichst dick zu machen. Daher
mussen die anderen Dimensionen minimiert wer-
den. Da der Scheibenabstand gegeben ist, kann nur
noch die Dimension, welche den Wegelangen ent-
spricht, minimiert werden. Die Praxis zeigt, dass
diese Modelle recht gut funktionieren (Abb. 14).

Im FERMAT-Punkt, also dem Verzweigungspunkt,
haben wir drei gleich gro3e Winkel von je 120°.

Aufgabe 22: Wie sieht das minimale We-
genetz im Quadrat aus?

Aufgabe 23Wie sieht das minimale Wege-
netz in einem regelmaRigen Funfeck aus?

Abb. 14: ERMAT-Punkt
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5.2 Schwerkraft

Wir bohren drei Locher in einen kleinen Tisch, am
besten mit Plexiglasplatte. Wir verknoten drei
Faden an einem Ende und ziehen die anderen En-
den durch je ein Loch. Unterhalb der Tischplatte
hangen wir an die drei Enden je ein gleich schwe-
res Gewicht.

Der Schwerpunkt dieser drei Gewichte ist dann am
tiefsten, wenn die Gesamtlange der Faden unter-
halb der Tischplatte moglichst grof3 ist. Dies ist
dann der Fall, wenn die Gesamtlange der Wege-
spinne auf der Tischplatte minimal ist (Abb. 15).

Aufgabe 24:Geht es auch mit Analysis?

Abb. 15: Schwerkraft

6. Losungshinweise zu den Aufgaben

Zu Aufgabe 1:Beispiele:

- Waage mit drei Hebelarmen?

- Winkel mit drei Schenkeln?

- Dreikomponentenkleber?

- Dreiwertige Logik? — tertium non datur.

- Was sdhe man mit drei Augen?

- Trisexuelle Fortpflanzung? Wie lauten dann dienfieschen Vererbungsgesetze?
- Warum hat eine Uberlandleitung drei Drahte odeiéelfaches davon?

- Warum verschwindet die Summe der dritten Einheitzeln?

- Warum hat der Mercedesstern drei Spitzen?

Zu Aufgabe 2: Der Punkt im ,Zentrum®, also der Punkt mit dem s$ieh Niveau, hat die Eigenschaft, dass
seine Abstandssumme zu den drei Brennpunkten mirishaDies ist der so genannEERMAFPunkt Wir
kommen in Abschnitt 5 darauf zurick.

Zu Aufgabe 3: Die Abbildung 16 zeigt die sche-
matische Schnurfuhrung. Der Trick ist dieppelte
Schnurfiihrung, wie sie beispielsweise auch bei
einem Baukran verwendet wird. Das Verfahren
lasst sich auf beliebig viele Brennpunkte verallge-
meinern.

Zu Aufgabe 4: Mir ist dies nicht gelungen. Man
brauchte den Schnittpunkt einer (gewohnlichen)
Ellipse mit einem Kreis, das geht zumindest in
Cabri nicht (vgl.  http://www.scientific-
solutions.ch/de/prod/cabri.htjnl

Abb. 16: Doppelte Schnurfihrung
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Zu Aufgabe 5: Die Abbildung 17 zeigt die Situati-
on mit drei Brennpunkten, welche ein gleichseiti-
ges Dreieck bilden.

Bemerkung: Die Pseudoellipse, welche genau
durch die drei Brennpunkte geht, istin so ge-
nanntes RULEAUX-Dreieck, welches aus drei
Kreisbdgen bestinde. Optisch ist allerdings kein
Unterschied auszumachen. Die Pseudoellipse ver-
lauft innerhalb des ,Reuleaux“-Dreieckes.

Zu Aufgabe 6: Die Abbildung 18 zeigt exempla-
risch die Situation mit vier Brennpunkten, welche
ein Quadrat bilden.

Abb. 17: Gleichseitiges Dreieck

Abb. 18: Quadrat Abb. 19: Die Nase hat doppeltes Gewicht

Zu Aufgabe 7:In der Abbildung 19 ist der Abstand zur Nase dopgeWwichtet.

Zu Aufgabe 8: Die sechs Brennpunkte der Abbildung 20 bilden egetmafiges Sechseck. Die Abstande sind
im Wechsel positiv und negativ genommen.
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Abb. 20: Sechs Brennpunkte Abb. 21: Konfokale Ekipschar

Zu Aufgabe 9: Die Abbildung 21 zeigt eine kon-
fokale Ellipsenschar mit den beiden Brennpunkten
(2 0,5) und (-10,5). Fir die minimale Abstands-
summe 3 erhalten wir nicht eine Linie, sondern ein
Rechteck.

Zu Aufgabe 10:Die Abbildung 22 zeigt eine kon-
fokale Hyperbelschar mit den beiden Brennpunkten
(1 -0,5) und (-10,5).

Abb. 22: Konfokale Hyperbelschar
Zu Aufgabe 11: Die Abbildung 23 zeigt die Einheitskreise fir=1, 3,1, 2, 3,10. Mit Ausnahme des bli-
chen Kreises [ =2) haben die Figuren nur die Symmetrien des Quaslirétér p=% erhalten wir die so
genanntéAstroide Fur p® ¥ ergibt sich ein achsenparalleles Quadrat.

Abb. 23: Einheitskreise

Zu Aufgabe 12:Die Abbildung 24 zeigt Beispiele fip :% und p =10.
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Abb. 24: Pseudohyperbeln

Zu Aufgabe 13:Offene Aufgabe.

Zu Aufgabe 14: Wir spiegelnF, an g und erhalter,¢ (Abb. 25). Die StreckePF, ist gleich lang wie die
Strecke PR,¢; der StreckenzudmPF, somit gleich lang wie der StreckenzEgPF>¢. Dieser ist aber am kuir-

zesten, wenn P auf der Geradgif,¢ liegt. Damit haben wir gleiche Winkel bei P.

Abb. 25: SchulméRige Ldsung
Zu Aufgabe 15:Der Zwischenpunkt Q beschreibt eine gleichseitigpétbel.

Zu Aufgabe 16:Fur die Gerade g kann ein Drahtstiick (Abb. 26) edl®e VVorhangschiene verwendet werden.

Abb. 26: Gelenkmodell Abb. 27: Ungleiche Streifenbreiten
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Zu Aufgabe 17:Ungleiche Streifenbreite: Wenn wir ,iberdrehen” PARR7 rechts), erhalten wir eine lllustra-
tion des Brechungsgesetzes vaneS.IUS (Willebrord van RIJENSNELL, 1580-1626). Der breitere Streifen ist
im dichteren Medium. Lichtstrahlen, welche von deifft ins Wasser gehen, werden im Wasser nach unten
gebrochen.

Die Aufgabe in der Aufgabe: Bei einem ins Wasséagehten Ruder scheint der Teil unter dem Wasssgspi
nach oben geknickt, obwohl das Wasser eine grdBietege hat als die Luft. Warum ist das so? — Undien
nimmt félschlicherweise geradlinige Lichtstrahlen &m die in Wirklichkeit nach unten gebrochenenhiti
strahlen zu kompensieren, wird das Ruder als naeh gebrochen gesehen.

Zu Aufgabe 18: Wir setzen die x-Achse auf die Gerade g. Mit demidmatenF; (xl,yl), F (xz,yz) und
P(x,O) gehort die obere Kurve, welche die gesamte Wegl&iagstellt, zur Funktion:

00 =GR +[ R = (x- x)? + 2 +4/(x- x2)? +3

Weiter erhalten wir fir den Sinuswert des Wink[ejszwischenﬁD und der Normalen zu g:

sin(f; )= ———
X X|) +Y|
Nun ist aber: A 5(x)= == +-——=22— =sin(f1)+sin(f )

Yoo P ryE x4y

Damit haben wir den Link zwischen den Langentbemggn und den Winkellberlegungen gefunden.

Zu Aufgabe 19: Die Pseudoellipsen mit drei Brennpunkten sind NiNie&en der Abstandssummenfunktion.
Wenn wir uns also infinitesimal auf einer Tangeateeine solche Pseudoellipse bewegen, bleibt di&tien
konstant und ihre Ableitung ist null. Die Ableiturigt aber die Summe der Sinuswerte der beteiligtef
treffwinkel. Diese Uberlegung lasst sich auf Psaligmsen mit beliebig vielen Brennpunkten verallggnern.
Insbesondere qilt sie auch fur gewdhnliche Ellipsgizwei Brennpunkten.

Zu Aufgabe 20:Das Gerat (Abb. 28) ist analog zum Gerét fir nueizStrahlen.

Abb. 28: Gelenkmodell

Aufgabe in der Aufgabe: Warum funktioniert dieseeddll? — Die Winkel der Streifen zur Normalen von g
sind gleich den Winkeln der Unterkante der Streifan Geraden g. Wir sehen aus der Abbildung 2% das
Summe der Sinuswerte null ist.
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Abb. 29: Die Summe der Sinuswerte ist null

Zu Aufgabe 21: Die Kurve hat drei Knickstellen
und ist stiickweise gerade, die Ableitung ist stlick-
weise konstant. Das Minimum ist bé&,. Dieser
Punkt sitzt zwischerf, und F3, aber nicht in der

Mitte. Wir missen mit dem Median arbeiten. Da-
mit haben wir einen Link zur Statistik.

Zu Aufgabe 22: Das minimale Wegenetz im
Quadrat besteht nicht, wie man zunachst vermuten
kénnte, aus den beiden Diagonalen. Die Seifenlau-
ge macht einen anderen Vorschlag (Abb. 31).

Abb. 30: Krasser Sonderfall

Abb. 31: Minimales Wegenetz im Quadrat

Das minimale Wegenetz hat zwei Verzweigungspuriktelenen sich die drei Wege unter Winkeln von 120°
verzweigen. Im Einheitsquadrat ist seine Gesamelang@ » 2.732. Im Vergleich dazu die beiden Diagona-
len mit einer Gesamtléng@ﬁ » 2.828
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Zu Aufgabe 23:Das minimale Wegenetz in einem
regelmaRigen Finfeck hat drei Verzweigungspunk-
te (Abb. 32).

Zu Aufgabe 24: Wir suchen das Minimum der

Funktion: z(x,y) = ’ \/(X Xi)2 +(y- yi )2

i=1
Dazu muss der Gradient dieser Funktion null ge-
setzt werden. Abb. 32: Minimales Wegenetz im regelmafRligen
Funfeck
3 X - Xj X - X
-1 .
gadd)= Yo x)2 (- vi)2 _ 3 k- x)2(y-vi)2 3 RP
3 y-Yi i=1 Y- Yi i=1‘?

- x) by )2 Ve )2+ - v,)?

FP
Nun sind aber die drei VektorTi—, Einheitsvek-
&

toren in der Richtung vorﬁ’. Wenn die Summe
dreier Einheitsvektoren verschwindet, bilden sie

ein gleichseitiges Dreieck. Die drei Vektoreﬂ'TP

schneiden sich also unter Winkeln von je 120°. Wir
kénnen den ERMAT-Punkt daher mit Ortsbogen zu
120° Uber den Dreiecksseiten konstruieren (Abb.
33).
Abb. 33: FERMAT-Punkt
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