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Wolfgang Moldenhauer

Ene mene muh und raus bist du!

Bei diesem Abzahlreim erinnert sich jeder gernese@ine Kinderzeit. Ein Abzahlreim (Franzdsisch: cting) ist
ein Reim, der in Kinderspielen benutzt wird, uméatliig ein Kind aus einer Gruppe auszuwahlen, deme bie-
stimmte Rolle in einem Spiel (zum Beispiel Raubed wGendarm) zugewiesen wird. Daher ist ein Abzéhire
auch eine Art "diskreter Zufallsgenerator". Beimz&hlreim wird bei jedem Wort oder bei jeder Sillweoauch
nur bei jeder betonten Silbe der Reihe nach aufseiter in einem Kreis stehenden Kinder gezeigt. Kdad, auf
das bei der letzten Silbe des Reims gewiesen vwgrdusgewahlt. Die Anzahl der Silben Ubersteigtién Regel
das intuitive Rechenvermdgen der teilnehmenden éinsb dass, egal mit welchem Kind auch der Reigohe
nen wird, fur die Kinder das Ergebnis unvorhersaglmal somit einem Zufallsgenerator gleich erschébat sich
die Anzahl der Woérter oder Silben leicht abzahkesst, ist in Wirklichkeit die Wahl schon durch dg@eginn des
Reims erfolgt. Weil manche alteren Kinder schonrgehnen kdnnen, enthalten einige Abzahlreime deheei-
terungen, die die Wérter- oder Silbenzahl um eiegteve Zufallszahl erhéhen (z. B. um das Alter dasauf den
zuletzt gedeutet wurde, z. B. bei Ene mene muh).

1. Abzahlreime

Der didaktische Wert von Spielen, speziell hier &tizeimen, ist unumstritten. Der Vorzug solcher aliireime
besteht darin, dass man sie in jeder Alterstufeetien kann, nachdem man zuvor die Daten und ggSmlelre-
geln altersgerecht modifiziert hat. Ferner kann miarch eben diese Modifikationen die Schwierigkigis Prob-
lems geeignet erhéhen, so dass sich derartigedPnebtur Begabungsférderung eignen. Dabei gehufaserk-
lich das spielerische Element in Modellformulierangiber, die dann in der Sprache der Mathematigealréckt
und geldst werden.

Abzahlreime scheinen eine lange Tradition zu habehsich auch Uber gréRere Strecken verbreitebber was
man z. B. an franzésischen Elementen in Abz&ahlreisehen kann, die in mehr als 150 km von der hsstoen
deutsch-franzésischen Sprachgrenze gebraucht wésidre z. B. Ene dene dorz). Ferner gibt es eiiedzahl

weiterer Modifikationen, die man im Internet miher Suchmaschine finden kann. Man sehe z. B.

Ene mene muh
- und tot bist du (Film 2001 und Komddie 2000 ause@sich),
gib mir deine Kuh! (Spiel des Jahres 2005),
— jetzt zahlst du,
— der Papa, der bist du,
- ins Netzgehege gehst auch du,
— die blinde Kuh bist du...!!,
— was denkst du?,
— Deutschland das bist du,
— und Prasident bist du,
— (und) mit wem spielst du?,
— (und) du bist eine Kuh!,
— und drin bist du,
— was spricht die Kuh,
— Millers Kuh, Miillers Esel, das bist du!,
— und der Held bist du,
— und fit bist du,
- hilf der Kuh,
- betroffen bist auch Du,
— und schlau bist Du?,
— sagt die fette Kuh,
— Lesespall im Nu,
— wie viel Rahm hast du?,
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— ...und Kkorrupt bist... du,

— rauchen sollst auch du,

— und rein gehst du,

— aus dem Markt musst du,

— glucklich ist die Kuh,

— wie heil3t denn du?,

— und was kannst du?,

— der Pulli passt zum Schuh,
— und mid” bist du,

— der Papst bist du,

— schliel3 nicht das Tor mir zu,
— ich bin so doof wie du,

- und wie wohnst du?,

— gesund bist du,

— unter welchen Stein isser denn nu?,
— und blind bist du,

— und Schuld bist du,

— was fir ein Individuum bist Du?,
— und mit wem spielst du?,

— so lebt die kleine lovely Kuh,
— Lesespall im Nu,

— und Terrorist bist du.

Die Abzahlreime sind also3EPHUSProblem in die Geschichte der Mathematik eingegang

2. Geschichten

JosepPHUswurde als @SEPH BENMATHITJAHU ca. 37/38 n. Chr. in Jerusalem als Sohn einersaigaen priester-
lich-kéniglichen Familie geborenodepHuswar Militarkommandeur in Galilda wahrend des Jéldés Aufstands
gegen Rom in den Jahren 66 - 70 n. Chr., der atsrejiidischer Krieg (aus Sicht der Rémer) in daschichte
eingegangen ist. 67 n. Chr. wird er von den Trupges Generals Vespasian gefangen genommen, weahselt
die Seiten und wird zum Berater der R6mer bei deselRzung Jerusalems. Um die Stadt und den Heredreem
Tempel zu schonen, versucht er vergeblich zwisclenverfeindeten Parteien zu vermittelmsgPHuserhalt bei
der Freilassung durch den Kaiser den Namstvifes. Letztlich fallt Jerusalem im Jahre 70 n. Chr. JodEPHUS
geht mit Titus, der nach der Wahl seines Vaterp¥siain zum Kaiser das Oberkommando Gbernommendmt,
Rom. Dort erhélt er das rémische Birgerrecht untbriregt den Rest seines Lebens in Rom. Er bekomoamt v
Kaiser eine Villa und eine stattliche Pension (imn® einer jahrlichen Summe, nicht eine Ruhestasmisipn),
von der er gut leben kann. Er stirbt etwa um 100hn.

Durch bsepPHuSst folgende Geschichte lberliefert:

Wahrend des jldischen Aufstands gegen Rom wurdeludén in einer Hohle eingeschlossen. Um der Skaver
zu entgehen, vereinbarten sie einen Algorithh{D$eser Begriff war zu diesem Zeitpunkt noch nighthanden,
vgl. [10].) zur gegenseitigen Vernichtung. Sie weal sich im Kreis aufstellen und von 1 bis 40 numenen.
Dann sollte jeder Siebente niedergemacht werdennini noch einer Gbrig blieb, der Selbstmord begedudite.

! Das Wort Algorithmus ist eine Abwandlung oder Vdit@anung des Namens voniMAMMAD IBN MUSA AL-CHWARIZMI (* ca. 783, T ca.
850), dessen Lehrbuch iber das Rechnen mit indiséifiern (um 825) in der mittelalterlichen latesoshen Ubersetzung mit den Worten "Di-
xit Algorismi" begann. Im Mittelalter wurde daralag. algorismus (mit lat. Varianten wie alchorismalgoarismus, Altfranzdsisch algorisme,
argorisme, Mittelenglisch augrim, augrym) als Behaing fur die Kunst des Rechnens mit den arahisgiféern und als Titel fur Schriften
Uber diese Kunst. Die lateinischen Autoren pflegtererklaren, dass das Wort 'algorismus' aus demeNales Erfinders dieser Kunst, einem
Philosophen namens Algus, und dem griechischen Wéonbs (rhysmos) fir 'Zahl' zusammengesetzt safieDwurde Algus von einigen als
Araber, von anderen als Grieche oder zumindesthyseh schreibender Autor, oder gelegentlich algtKaénig von Kastilien' (Johannes von
Norfolk) betrachtet. In der volkssprachlichen Ttami erscheint dieser 'Meister Algus' dann zuweilereiner Reihe mit groBen antiken
Schriftstellern wie PATON, ARISTOTELESund BUKLID, so im altfranzdsischen Roman de la Rose, wahdesdiltitalienische Gedicht Il Fiore
ihn sogar als Erbauer des Schiffes Argo ausgihitderin Jason sich auf die Suche nach dem Golderiea Mtgab. Durch Latinisierung der
Schreibweise des angenommen griechischen Wortlsitstims rismos hat sich dann in der lateinischesséfischaftssprache die Schreibung
‘algorithmus' ergeben, und in dieser Form hat dahWort spéter als Fachterminus fiir geregelted@oen zur Lésung definierter Probleme
eingeburgert.
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Der GeschichtsschreiberLA&vius JosepHushat sich so aufgestellt, dass er lbrig blieb. [@érten Schritt hat er
allerdings nicht getan, denn anderenfalls warezdischichte nicht bekannt geworden.

Diese Geschichte wird in verschiedenen Literatutgneunterschiedlich erzahlt. So findet man z. Bi b
KORDEMSKI ([6], S. 37):

"Aufgabe 82: Der Kater und die Mause

Der Kater hatte soeben seiner jungen Herrin bai [dechenaufgaben "geholfen". Nun schlaft er sufd
und trAumt von 13 Mausen, die im Kreis um ihn h#anzen. Zwolf Mause sind grau, und eine ist
weil3. Da hort der Kater, wie ihm eine vertrautem8te spricht: "Lieber Kater, du sollst jede 13. Mau
fressen, wobei du sie in einer Richtung im Kredsum abzahlen musst, aber so, dass als letzte 8aus
weil3e zum Fressen bleibt."

Mit welcher Maus muss er anfangen, um die Aufgadigig zu I16sen? Helft dem Kater!"

Zur Lésung:Man zahlt z. B. im Uhrzeigersinn von der weiRenuslaus (diese nicht mitgerechnet) die fiinfte
Maus ab. Die im Buch angegebene Lésung lautetHidéerweise die sechste.

"Aufgabe 83: Das Los fiel auf den Zeisig und das Rotkehiche

Am Ende ihres Aufenthaltes im Ferienlager besa@doglie Jungen Pioniere, die von den jungen Vogels-
tellern eingefangenen gefiederten Bewohner aus WaddFeld wieder in Freiheit zu lassen. Insgesamt
waren es 20 Vogel, jeder in einem besonderen B&esrLagerleiter schlug folgende Reihenfolge vor:
"Stellt alle Bauer mit den Vogeln in eine Reihe uifthet von links nach rechts jeden fiinften Kéfig.
Wenn ihr mit der Z&hlung an das Ende der Reihe kprdann fangt wieder an ihnrem Anfang an; aber die
geodffneten Kafige dirft ihr nicht mehr mitzahlera©macht so lange, bis alle Kafige bis auf zweffged
net sind. Die Végel, die sich in diesen Kafigenitaén, dirft ihr mit in die Stadt nehmen." Sie naimm
den Vorschlag an. Den meisten Kindern war es gleigiche beiden Végel sie mitnahmen (wenn sie
schon nicht alle mitnehmen durften); aber zwei &uRgniere wiinschten, dass das Los unbedingt auf
den Zeisig und das Rotkehlchen fiel. Sie berecinsthnell, an welchen Platz man die Kafige mit dem
Zeisig und dem Rotkehlchen stellen muss, damitdgethese ungedéffnet bleiben. So stellten sie die be
den Kéfige an ....

Eigentlich konnt ihr selbst feststellen, an welckdaitz die beiden die Kéafige stellten."”

Zur Lésung:Wenn die 20 Kéafige in einer Reihe stehen und jédlefte gedffnet wird, dann bleiben als die beiden
letzten Kéafige diejenigen ungedffnet, die auf denuid dem 14. Platz stehen, wobei man von link$1 machts
z&hlen muss.

In der Handreichung "Heureka" habere®wWeTTER et. al. [5] im Rahmen eines Forschungsprojektsritiizie-
rung und Férderung von mathematisch besondersigegaischilern” das Thema "Wer bleibt Gbrig?" fah@er
aufbereitet. Als Computerknobelei stellhBvANN [1] weitere Varianten vor. Natirlich sind weitdvidifikatio-
nen des Abzahlens mdglich. So geben z. ®/Aszova und H/ORECKY [7] folgende weitere Mdglichkeiten an:
"The detainees standing in a line, the third detiis executed.”
"The detainess standing in a row, the first demiseexecuted.”

Der inhaltliche Kern aller dieser Geschichten ¢ &olgende:

3. OSEPHUSProblem

Problem: Es werden n Objekte entlang eines Kreises angebnamd von 1 bis n (durch)nummeriert.
Dann wird jedes k-te Objekt entfernt, wobei sicih Keeis sofort wieder schlie3t. Welches ist die Num
mer f(n, k) des letzten Objekts?

Im Weiteren wird zunéchst der Fall k = 2 untersuaid die Abkurzung f(n) fir f(n, 2) verwendet.

1. Losung:
Es wird eine Fallunterscheidung bzgl. n durchgefihr

Fall 1: Es wird f(2n) durch f(n) ausgedriickt. Dazu werden den Zahlen 1, 2, 3, 4, ..., 2n — 1, 2n genaZdre

len 2, 4, ..., 2n entfernt. Die verbliebenen n 2ahl, 3, ..., 2n — 1 werden mit 1, 2, ..., n netckioummeriert.
Man liest f(2n) = 2f(n) — 1 ab.
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Fall 2: Nun wird f(2n + 1) durch f(n) ausgedriickt. Dazu @er von den Zahlen 1, 2, 3, ..., 2n, 2n + 1 genau d
Zahlen 2, 4, ..., 2n entfernt. Es bleiben die n Zahlen 1, 3, ..., 2n — 1, 2n + 1 Ubrig, die duicl?, ..., n neu
nummeriert werden. Man erhalt f(2n + 1) = 2f(n).+ 1

Zusammen mit f(1) = 1 ist f durch die beiden Relamsformeln vollstandig bestimmt.

Beispidl:
f(2006) = 2f(1003) -1

64 [2 f(15) + 1] - 19 128 f(15) + 45

= 2[2f(501) + 1] -1 = 4f(501) + 1

= 4[2f(250) + 1] + 1 = 8f(250) + 5

= 8[2f(125)—1]+5 = 16 f(125) - 3
= 16 [2(62) + 1] - 3 = 32 (62) + 13
= 32[2f(31) - 1] + 13 = 64f(31) — 19
= 128 [2 f(7) + 1] + 45 = 256 f(7) + 173
= 256 [2 f(3) + 1] + 173 = 512 f(3) + 429
= 512 [2 f(1) + 1] + 429 = 1024 (1) + 941
= 1965

Beschreibt man das Abspulen dieser Rekursion ceiredn (Rekursions)-Baum, so ist seine Tiefe promaat zu
log n. Unter Tiefe wird hier die Anzahl der rekwesh Aufrufe der Funktion f verstanden, um f(n) §&) zuriick-
zufithren, wobei f(n) und f(1) mitgezahit werdenei Anzahl ist danhlb(n) |+1 fiir 21P™) << 2lbOF

Fir die Zeitkomplexitdt muss man neben dem Algaritk zunachst festlegen, welche Operationen man zéhl
vorliegenden Programm sind dies die Operationin div 2) + 1 bzw. #(n div 2) — 1. Die Anzahl dieser Aufrufe
ist aber die soeben bestimmte Tiefe. Unter Verwagdies IaNDAU-Symbols ergibt sich damit fur die Zeitkom-
plexitéat O(log n). In der Sprache der Informatilfialies: Die Zeitkomplexitat ist O(log n) (sieh&REN INFOR-
MATIK [3]).

Ubersetzung der Rekursionsformeln fir f in ein rekies Programm:

PROGRAM josephus;
VAR n: integer;

FUNCTION f(n: integer): integer;

BEGIN
IFn<3THENf. =1
ELSE IF odd(n) THEN f: = 2*f(n div 2)+1
ELSE f: = 2*f(n div 2)-1

END;

BEGIN write("'n="); readin(n);
writeln(f(n))
END.

Kommentar: Die groRte ganze Zahl ist bei Turbo Pascal maxi@2767 = 2°— 1. Will man mit mehr Objekten
spielen, kann man n als real deklarieren. So Bt z.
f(8-10°) = 7.410.065.409. Dies reicht fir Menschen aus| die Weltbevélkerung zurzeit etwa 616° betragt

(val. [2]).

2. Losung:

Es ist f(n) = 1 fur n =2 Es sei m die groRte natirliche Zahl @it < n. Damit ist n darstellbar als

n=2"+ (n=-2").

Es werden die Objekte mit den Nummern 2, 4, 62(n,— 2") entfernt. Es verbleiben™Objekte im Kreis. Das
erste dieser™0bjekte wird "Uberleben”. Seine Platznummer ist2¢") + 1. Daher ist

f(n)=2(n-2" + 1. (1)

Beispidl:
n = 2006 = 1024 + 982, also f(2006) = 2-982 + DE5L
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3. Lésung:
Man stelle n im Dualsystem dar und bringe die eZfffer an das Ende. Das Resultat ist f(n).

Beweis:

Zunachst wird n in das Dualsystem utberfuhrt. E®iist1z,...zz; = 2"+ (n — 2. Nun wird die erste Ziffer, also
die 1, an das Ende geschrieben. Dann entstehtatliezZ ..zz;1.

Nun gilt z,...zz11 = Z,...22,.0 + 1 = 2(n — 2) + 1 = f(n), weil die Multiplikation mit 2 eine \fechiebung der Zif-
fern um eine Stelle nach links bewirkt.

Beispiel:
n=2006 =1111101013Cergibt f(n) =1111010119% 1965.
Zur Erzeugung der Dualdarstellung kann man denié@iskhen Algorithmus verwenden.

Definition: FUr reelle x isd_xJ die gréf3te ganze Zahl, die kleiner oder gleich xaso
|x|:=kOZmit0< x-k<1.
Fir reelle x islfx-| die kleinste ganze Zabhl, die gréRer oder gleiddt,xalso
[x|:=kOZmit0sk-x<1.

Damit erhalt man eine

4. Losung:
Es gilt f(n) =1+ 2n — 201,

Beweis:
Die Behauptung ergibt sich unmittelbar aus (1).

Eine Losung kann man auch informatisch mit Listeziedéen. Man sehe nach unter ,Listen verandern“ ind
Listen suchen* ([12], [13]):

Um den Kreis zu simulieren, lesen wir die Anzaldar Objekte ein und speichern die Zahlen 0 bislnir-einer
Liste. Mit einem Zeiger pos laufen wir in einer &ife im Kreis herum; wir nennen ihn den aktuelEgiger. Die-
sen lassen wir zu Beginn auf das erste Elementider verweisen. Wir besorgen uns einen Zeiger pos, der
fur k = 2 auf das Uberubernéchste Element verwdisges Element wird in der néchsten Iteration gt wer-
den. Wir I6schen das zum aktuellen Zeiger zugekdEigment aus der Liste. Dann wird der Zeiger n®s zum
aktuellen Zeiger. Die Schleife lauft so lange, his noch ein Objekt (Zahl, Element) in der Listdhatten ist.
Dieses geben wir dann aus.

Méglich ist auch die Verwendung dynamischer Datekstiren (vgl. ([4])). Und schlieBlich wurde dasskPHUS
Problem als Versteckspiel in der schriftichen Alirtifung im Leistungsfach Informatik in Thiring2@03 the-
matisiert (siehe ([9]).

4. Eigene Erfahrungen

Die Aufgabe wurde fiir k = 2 Schiilern im MathemaBigezialisten-Camp limenau zur Bearbeitung vorgelegt
bei haben fast alle Schiler zunéchst nacheinanddtéadle n = 1, 2, 3, 4, ... untersucht. Ein Sch&&mmelte die
Ergebnisse an der Tafel. Schnell wurde festgestetitbegrindet, dass f(n) = 1 fir n 2i&t. Das weitere Daten-
material fuhrte dann auf die Rekursionsformeln Hekésung, die nicht immer explizit angegeben werklenn-
ten. Haufig traten richtige verbale Formulierungendie Stelle einer Formel. Diese verbalen Formutigen be-
reiteten dann aber erhebliche Schwierigkeiten beBgrechnung von f(n) fur gréReres n.

Bei der Losungsnotation wurde haufig eine Schreibsvgewahlt, die nacheinander die Nummern der m&i- st
chenden Zahlen angab.

Beispide:
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(Beginnend bei 1 wurde zuerst die 2rigdeen, die 1 blieb Gbrig.)
(Beginnend bei 1 wurde zunachsediann die 1 gestrichen, die 3 blieb Gbrig.)

553553553355
o nnonn
CoNoORWN

, 1
, 7, 3 Uusw.

Einige Schuler haben bemerkt, dass es sich betrdidstation um eine Permutation der ersten n riakignh Zah-
len handelt, ohne dies@sEPHUSPermutation allerdings mathematisch fassen zu é&bdnAnsonsten wurde die
Folge der Ubrig gebliebenen Ziffern betrachtet:

1,3,1,3,57,1,3,5,7,9,11, 13, 15,1,.331, 1, 3, ...

Nachdem durch die Schiler die 1. Lésung erarbeiéet die 2. ansatzweise erkennbar war, wurde dlg8ung
mitgeteilt. Der Versuch eine Losung fiir beliebigezu erzielen, gelang den Schiilern nicht. Uberediathema-
tik-Spezialisten-Camps wurde regelmaRig in dersghitift Wurzel ([11]) berichtet.

5. Allgemeine L6sung

Zum Schluss wird fir beliebiges k die allgemeinesiudg fir f(n, k) gegeben.
Es sei P ein fest gewahltes Objekt mit der Nummdxexder 1. Zahlung. Bei der i-ten Zahlung sei sé\lummer

x;. Wird es nicht gestrichen, dann ist augh definiert und es isk;,; =x; +n {X_kIJ )]

Begriindung:
Die Anzahl der Objekte, die bei der i-ten Zahlutigneiert wurden, betrég{x—kiJ. Damit verbleibenn—{x—kiJ

Objekte. Nach dem Abzéhlen dieser Objekte ist maevum bei P angekommen.
Nun bildet man die Folge xx,, ... bis man ein durch k teilbares x erreicht. ast das

?j-te eliminierte Objekt erreicht. Um das s-te elirite Objekt zu bestimmen, 16st man (2) nachuf. Es ist
Ko X +r,wobeifUrdenRestrgilil—srs—_l. 3)

k k k k

Der Fall r = 0 ist unmdglich, weil sonsteain Vielfaches von k ware und das Objekt in deshsten Runde nicht
mehr gezahlt wirde. Aus (2) und (3) folgt

%, = (.., ) k _ ke _(Xua-nk-1_kr-1 pip Lok
k-1 k-1 k-1 k-1 k-1 k-1
Da x eine ganze Zahl ist, folgt
X = (xi+1—n)k—1 —X; - N+ Xisg—N-1 . @)
k-1 k-1

Durch Benutzung von Formel (4) kann man das sheirsibrte Objekt berechnen. Fir dies giltyx ks fiir ein ge-
eignetes i. Die Formel (4) wird so lange wiederlasijewendet, bis man eine Zahh findet. Dies ist die gesuch-
te Zahl f(n,k).

Man Uberprife diese Herleitung fiir k = 2. Ferneeage man fir ein selbst gewahltes Zahlenbeismetalge X,
X, ... Und die umgekehrte Folge mittels (4).

Eine andere Darstellung des allgemeinen Fallesrh@beyzko und WLF ([8]) gegeben.
Dazu wird zunéachst eine Hilfsfolge D(n,k) durch Bj0= 1 und D(n,k) :[kil D(n —lk)-‘ fur n=1 definiert.
Dann bestimmt man das kleinste j mit D(j,k) > (k}. Man erhalt f(n,k) = kn + 1 — D(j,k).

Fur die Hilfsfolge D gilt folgender
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k

Satz: Fur jedesk = 2 gibt es eine reelle Zahl K(k), so daBgn,k) = K(k)(k—1

n
] +€, gilt. Dabei ist

gn2=0und firk=3 n>0 gilt -(k-2)<g,, <0.

Der Beweis dieses Satzes basiert auf dem Studiurfalge f, =1, f,,, =[af, |, n>0, fiir ein festes a > 1. Der
Beweis ist fur Schiler der gymnasialen Oberstufghwallziehbar. Er beruht im Wesentlichen auf demstnd-
nisvon| |und[ |.

Fir k = 2 und k = 3 lasst sich dieses Ergebnisaexaipezifizieren. Trivial ist K(2) = 1, so dasshsaus dem Satz
die Darstellung der 4. Losung ergibt.

Fur k = 3 gilt folgendes

Lemma:

3

Esist D(n3) :{K(B)(Ejn‘, n=0, 1, ... und folglich

log; 2l
f(n3)=3n+1- K(S)(gj{ EKK@ﬂ 'n=0,1,..mitK@®)=1622..
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