Frank Heinrich

Variationen zum Satz vonugIN

Nicht selten wird Mathematik als ein auf Theoridhihg ausgerichteter Prozess angesehen (vgl. z.B.
KIERWETTER[1]), der sich insbesondere durch folgende Teilpsse auszeichnet: Aufwerfen von Fragestellun-
gen (haufig erhalten durch Variieren), Bearbeitersdlben, Deuten der Losungen und Einordnen irbdste-
hende Wissensnetz. Beim Durchlaufen dieses Prazéssees der Bearbeiter mit wesentlichen matheoteis
Tatigkeiten wie Analogisieren, Begriffe bilden, Viauten, Beweisen, Begriinden, Klassifizieren, Speeifen,
Verallgemeinern oder Systematisieren zu tun.

Folgt man dieser Sichtweise von Mathematik, s@#ém Rahmen der Férderung mathematischer Begalmrng
allem darum gehen, diese Teilprozesse anzuregerrwrpflegen. Die folgenden Ausfihrungen mégen dafur
entsprechende Anregungen liefern, besonders fiAudtieit mit Schilerinnen und Schilern, die bergitsndle-
gende trigonometrische Kenntnisse erworben haben

Darliber hinaus wird der interessierte Leser im &dtkil angesprochen, den Themenkreis selbst waiter-
schlieRen bzw. erschlieBen zu lassen und entspréeh&rbeitsergebnisse mitzuteilen.

1. Ausgangssachverhalt: Satz vorem\

In Abb. 1 sehen wir eine Figuration, die aus vigeiBcken und drei
Quadraten besteht.
Es ist Uberliefert (vgl. z.B. IETZMANN [1]), dass etwa um 1935 ein
/ polnischer Schiiler aus Opole namenkKLEIN folgenden mathemati-
/ schen Zusammenhang gefunden hat:

Satz 1: Die in der Figur bezeichneten Dreiecke {)D;, D, und Ds
D, sind flacheninhaltsgleich.

Diesen Satz wollen wiBatz von KLEIN nennen und eine Beweisskiz-
ze angeben, die sich auf elementare trigonometridbziehungen
grindet:

Sind Ay bis A, die Flacheninhalte der oben bezeichneten Dreiecke,
dann ist zu zeigen, dass die Beziehugg A; = A, = Az gilt.

Wir betrachten zunachst die Dreieckg iihd D und beweisen deren
Abb. 1 Inhaltsgleichheit (vgl. Abb. 2).

Gemal der gewahlten Bezeichnungen gilt fur diepeathenden Fla-

\ cheninhalte
1
(1) Ag=— absin und
2

1
/y . (2) A;= —absin *
An Der Abbildung ist zu entnehmen, dass die SumméAtiekel und *
180° betragt. Auf Grund der somit geltenden Bezighu= 180° -
lasst sich (2) auch schreiben als

1
(2) A= — absin (180°-).
2
Wird in (2) noch die Gleichheit sin (180° ) = sin bertcksichtigt,

1
erhalt man die BeziehungyA — ab sin  und somit Gleichung (1).
2

Abb. 2
Damit ist A = A; nachgewiesen. Analoge Betrachtungen fgruAd A und fir A und Ag filhren schlieRlich
zum oben angegebenen Satz.
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An dieser Stelle sei mit Blick auf spatere Ergebaiaoch eine Umformulierung des Satzes varaiX vorge-
nommen. Dabei verwenden wir fur die Dreiecke D, und D; die Bezeichnungwischenraumdreiecke

Satz 1': Die Summe der Flacheninhalte der Zwischenraumdkeiest dreimal so grof3 wie der Flacheninhalt der
Ausgangsfigur.
Es gilt also auch A+ A, + Az = 3 A,.

Der Satz von KEIN findet sich als Bestimmungsaufgabe in einigen gsiatan Mathematiklehrbiichern. Dabei
geht es im Rahmen eines zu erbringenden Beweisbesondere um ein geeignetes Anwenden grundlegender
trigonometrischer Kenntnisse.

Im Folgenden soll ausgefiihrt werden, dass die egelide Figuration aber noch wesentlich mehr Paknzi
besitzt, um bedeutsame mathematische Tatigkeitémtdaren.

2. grundlegende Variationen zum Ausgangssachverhalt

,Das Erkennen eines Problems ist meist wichtigey sgine L6-
sung, die lediglich von dem mathematischen odeeraxentellen
Geschick abhangen diirfte. Neue Fragen zu stelleme Moglich-
keiten zu erdffnen, alte Probleme aus einem neliekvinkel zu
sehen, erfordert schépferische Vorstellungskraftd umedeutet
wirklichen Fortschritt in der Wissenschaft.”

A. EINSTEIN (so zitiert in SHONPFLUG/ SCHONPFLUG([1], S. 246)

In diesem Abschnitt wird exemplarisch gezeigt, digch Veranderung von Objekten des Ausgangssaciverh
tes neue Arbeitsrichtungen entstehen (kdnnen)siRinvolle und Gberschaubare Arbeitsrichtungen nisber
auch Komponenten des Satzes beibehalten werdemolfmn wir unsere Aktivitaten weiterhin auf Zusanmme
hange zwischen Inhalten von Teilfiguren in Gebildemzentrieren, die zur lcINschen Figuration ,verwandt"
sind.

Methodisch betrachtet stellt sich dabei zunaclestrdage, welche Objekte diesbezuglich (sinnvolthrderbar
sind. Nahe liegend ist es, dikeisgangsfigur Dy oder die auf die Seiten der Ausgangsfigufgesetzten Figu-
ren (Quadrate) oder didwischenraumfiguren zu verandern.

Dabei wollen wir erst einmal so verfahren, dass eifte der drei genannten Komponenten veranderndiend
anderen beibehalten.

2.1 Variation: andere Zwischenraumfiguren

Erweitert man z.B. die Zwischenraumdreiecke in ldeEINSschen
Figuration durch Punktspiegelung am Mittelpunkteihi&uReren

Seiten zu Parallelogrammen (Abb. 3), erhalten viér @leichung
\ Al + A +A;=6 A
Die Beziehung wird durch das Betrachten der nekéesiden

/ Abbildung unmittelbar einsichtig. Man erkennt densZmmen-
hang A = 2A,. Analog gelten A= 2A, und A; = 2A,.

/A0 Eine andere Mdglichkeit zum Nachweis der erhaltefRkchenin-
haltsbeziehung &= 2A, besteht z. B. in der Verwendung des Kon-
gruenzsatzegsws) fiir Dreiecke. In Abbildung 4a sehen wir die
Zerlegung des Parallelogramms mit dem Flacheninkalh zwei
kongruente Dreiecke. Eines davon ist starker betandir ver-
gleichen dieses Dreieck mit dem Ausgangsdreieck arkénnen,
dass in beiden Dreiecken a und b als Seitenlangewmmen. Der
im Ausgangsdreieck von a und b eingeschlossene &Visik .

Abb. 3
Wenn man nun zeigen kann, dass es sich bei demderen Drei-
eck von a und b eingeschlossenen Winkel (der in. Atdomit
bezeichnet ist) ebenfalls um handelt, sind gemalsw9 beide
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Abb. 4a

Abb. 4b

Dreiecke kongruent und damit auch flacheninhaltshle

Der Nachweis ist einfach zu erbringen Wir betrachdas Paralle-
logramm mit dem Flacheninhalt; AAbb. 4b). In dieser Zwischen-
raumfigur reprasentiert eine InnenwinkelgréRe, fir die gilt:
‘=180°- (1)

Diese Gleichung resultiert aus dem Fakt (vgl. Add), dass,
und zwei rechte Innenwinkel der Quadrate Uber dexielbksseiten
a und b einen Vollwinkel bilden.

Auf Grund der Innenwinkeleigenschaften im Paratiedonm gilt
gemal der gewahlten Bezeichnungen in Abb. 4b dideBeng
360°=2"'+2 (2)

Aus (1) und (2) folgt schlieRBlich = .

Damit sind beide Dreiecke kongruent und gemafl enser
ausganglichen Unterteilung des ParallelogrammsAgitt 2A,.

2.2 Variation: andere Ausgangsfigur

Abb. 5

Wie aber findet man maégliche Zusammenhange zwisdhkalten von Teilflachen dieser neuen Figuration?
Verschiedene Methoden sind denkbar. Im Folgendemdemewir versuchen, uns (am nunmehr ja bekannten)

Mdglicherweise wird man im Hinblick auf eine andénesgangs-
figur zuerst an ein konvexes Viereck denken. Weildef\nalogie

zur KLEINschen Figuration Quadrate auf dessen Seiten atdgjese

und die Zwischenraumdreiecke gezeichnet, erhélt emarGebil-
de, wie es uns Abb. 5 zeigt.

Es soll (wieder) nach Zusammenhangen zwischen étéchalten
gesucht werden.

Beim Betrachten der Zeichnung kénnen verschiedesrenutun-
gen resultieren. Vielleicht gibt es eine Gleichlmiischen 4 und
dem Flacheninhalt eines Zwischenraumdreiecks? i@t ist die
Summe der Flacheninhalte der Zwischenraumdreieickaarli-

ches Vielfaches von & Oder gibt es ganzlich andere Flachenin-

haltsbeziehungen?

Satz von KEIN und an der Vorgehensweise zu orientieren, mitadiethn bewiesen haben.

Abb. 6

=
§
\Abb.7
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Zerlegen wir das konvexe Ausgangsviereck durchdtitimen einer Diagonale in zwei Dreiecke (Abb.k&n-

nen wir in Anwendung des Satzes vorel folgende Flacheninhaltsbeziehungen angebens Ag; und A=

Aqgo. Daraus folgt A+ Az = Agy + Ago und damit A + Az = Ao.

Wird im Ausgangsviereck die andere Diagonale eiagémet (Abb. 7), resultieren in analoger Weisgédolde
Gleichungen: A= Ags, As = Agsund damit A + A, = Ao,

Bilden wir anschlieBend die Summe A A; + A, + A4, SO erhalten wir A+ Az + A, + A, = 2A,. Die Summe
der Flacheninhalte der Zwischenraumdreiecke istaniegenden Fall also doppelt so grof3 wie der ldamn-
halt der Ausgangsfigur.

2.3 Variation: andere aufgesetzte Figuren

Auf die Seiten des Ausgangsdreiecks kdnnen anstelfe Quadraten z. B.
auch andere regelmafige Vielecke aufgesetzt wertsn. 8 zeigt ein Gebil-

de, bei dem die aufgesetzten Figuren gleichseifigeiecke sind. Werden
deren ,auBere" Eckpunkte durch Strecken verbunéehnalten wir wieder

Zwischenraumdreiecke. Diese weisen eine Besondexb&iWie man Abb. 8

entnehmen kann, kénnen Zwischenraumdreiecke inadsrdem Ausgangs-
dreieck und den aufgesetzten Dreiecken besteheRdgmation enthalten

sein. An spéaterer Stelle wird Uberdies deutlictssdanter bestimmten Bedin-
gungen gar kein Zwischenraumdreieck existiert.

Auf der Suche nach mdglichen interessanten“ Flaotieltsbeziehungen
betrachten wir hier zunachst den Zusammenhang keisden Flacheninhal-
ten vom Ausgangsdreieck und einem Zwischenrauntkeie

Abb. 8

Wir orientieren uns dabei an der Gré#eesinnenwinkels im Ausgangsdreieck, hier vofvgl. Abb. 9a-c) und
seines Einflusses auf den Zusammenhang zwischeRldeheninhalten Aund A. Zuerst betrachten wir spezi-
elle Winkelgrof3en, die in der Dreieckslehre alsdugsam gelten.

Fall A =60° Es existiert kein Zwischenraumdreieck.

Abb. 9a
Fall B =120° A=A
Die beiden interessierenden Dreiecke sind zuei-

nander kongruent (man denke an den Kongruenz-
satzswg und somit flacheninhaltsgleich.

Abb. 9b
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Fall C =90° Ap=2A
Das Uber den rechten Winkel des Ausgangsdrei-
ecks liegende Zwischenraumdreieck nimmt halb
so viel Flache ein wie das Ausgangsdreieck.

Zur Begriundung: 4= % ab
A== absin ‘mit ‘=150°

ab

J>||IH N |-

Abb. 9c

Um die Fallunterscheidung zu vervollstandigen, sindh die Intervalle 0° << 60°, 60° < <90°, 90° < <
120° und 120° < < 180° entsprechend zu untersuchen.

Diese Untersuchung fuhrt zu dem Ergebnis, daseiee lallgemeinglltige (besondere) Flacheninhalisheng
zwischen A und A gibt.

Da der Satz von KeIN jedoch eine Aussage Uber die Inhalte
von vier Flachen liefert, macht es auch hier Sthe,Betrach-
tungen auszuweiten und nach ahnlichen Zusammenhéamge

suchen.

a Wir fihren aber lediglich die Untersuchung zu Rall( =
90°) fort, da er mit A= 2 A einen interessanten Teilbefund
erbrachte.

Es gibt verschiedene Mdglichkeiten, welche GroRenla-
nenwinkel im Ausgangsdreieck, alsandb im Falle von =
90° annehmen kdnnen. Auch an dieser Stelle widnienmng
nur einem Spezialfall und wahler= 60°,b = 30°.

In der oben stehenden Ubersicht erkennen wir, dags
Zwischenraumdreieck existiert, wenn ein Innenwinkel
Ausgangsdreieck die GrofRe von 60° annimmt. Aus 60°
folgt also A = 0.

Zur Bestimmung von 4A(vgl. Abb. 10) nutzen wir die bereits
unter 1. verwendete Flacheninhaltsformel fir Diegedie
Seiten a und c des Ausgangsdreiecks sind auchnSgée
Zwischenraumdreiecks mit dem Flacheninhajt Rer von
Abb. 10 ihnen eingeschlossene (Innen)Winkel betragt 150°.

1 1
Es gelten die folgenden Beziehungen:zA—ac sin 30° und A= —ac sin 150°. Wegen sin 30° = sin 150° ist
2 2

Ap = Aa.
3
Aus den erhaltenen GleichungepA2 A;, A, = 0 und A = A; folgt schliel3lich A (+ Ay) + Az = — A,.
2

Diese Beziehung kann als Analogon zum Satz voaXfir den hier gewahlten speziellen Fall angesehen w
den.

3. weitere Variationen zum Ausgangssachverhalt

Wir wollen in diesem Abschnitt zwei weitere Var@ismaoglichkeiten betrachten. Wahrend unter 2. van d
moglichen Komponenten des Ausgangssachverhaltesigemur eine verandert wurde, soll es nunmehr robgl
sein, gleichzeitig mehrere zu verandern und nadbpeechenden Flacheninhaltsbeziehungen zu suchen. W
wollen bei dieser Art Variationen von Kombinatiodef¢ grundlegenden Objektveranderungsmdoglichkeiten)
sprechen.

3.1 Variation: Kombination
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Wir verandern exemplarisch die Ausgangsfigur urelalifgesetzten Figuren. Dabei wahlen wir mit dechtre
winkligen Dreieck eine spezielle Ausgangsfigur unidl speziellen regelmafRigen Vielecken andere aefgées
Figuren. Wir beschréanken uns hierbei aber darass dlie auf das Ausgangsdreieck aufgesetzten ra@ejem
Polygone zueinander ahnlich sind und wollen im &feih den Fall untersuchen, wenn es sich um regaman
Sechsecke handelt (Abb. 11).

Bevor dies geschieht werden wir vor dem Hintergrairger spateren Vergleichbarkeit zunéchst aber gezd
bereits vorliegende Befunde nehmen:

Wenn man auf die Seiten eines rechtwinkliges Dksigguadrate aufsetzt und die Zwischenraumdreieoke k
struiert, liegt eine spezielleLKiNsche Figuration vor und es gilt u. a. fur die FEhhalte von Ausgangsdrei-
eck und dem Zwischenraumdreieck Uber den rechterkéVdie Beziehung A= A;.

Unter 2.3 haben wir den Fall behandelt, dass eireghtwinkligen Dreieck gleichseitige Dreiecke ausfgizt
werden. Wir konnten zeigen, dass hierbgi/2 A, gilt.

In beiden Fallen ist das Ausgangsdreieck rechtugnkhd die aufzusetzenden Figuren sind zueinaridiche
regelmaRige Vielecke, so dass diese Ergebnisse idteingeordnet werden kdnnen.

Wir wollen nun der Frage nachgehen, ob es im FRatelmaliiger
Sechsecke einen ahnlich einfachen ZusammenhanghemsA und
A; gibt. Werden die bislang verwendeten Bezeichnurimgbehalten,

1
gilt Ap = —ab. Beriicksichtigt man, dass jeder Innenwinkel ®irge
2

gelméRigen Sechsecks 120° betragt, lasst sich ldehdninhalt von
Zwischenraumdreieck 1 wie folgt bestimmen:

1
A, = =ab sin (360° - 90° - 240°)
2

1 .
=—ab sin 30°
2
1
=—ab.
4
Somit gilt wie im Falle aufgesetzter gleichseitig@neiecke die Bezie-
hung A =2 A..

Abb. 11

Wir wollen in punkto Verdnderung der Komponentes deisgangssachverhaltes noch einen Schritt weiter g
hen und neben einer anderen (hier speziellerenyafgsfigur, anderen aufgesetzten Figuren nun aach n
andere Zwischenraumfiguren betrachten. Natirlichnkdies hier wiederum nur exemplarisch erfolgenr Wi
verweilen bei der Figuration von Abb. 11, wollerealbun mit anderen Zwischenraumdreiecken (AbbAbb,
13) arbeiten.

Abb. 12 Abb. 13
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Bislang waren Seiten der aufgesetzten Sechseche $eiten von Zwischenraumdreiecken. In Abb. 12 ind
Abb. 13 sind von den Eckpunkten des rechtwinkligeisgangsdreiecks nach einer bestimmten Vorschaft V
bindungsstrecken zu anderen Ecken der Sechseck&ilgeet.

Wir wollen uns wieder auf einen Vergleich zwisch®nund A konzentrieren. Um mdgliche Verwechslungen
mit dem Zwischenraumdreieck 1 von Abb. 11 zu ved®ej erhélt das jeweilige Zwischenraumdreieck ein a
deres Symbol. Die BezeichnungegAund A® in den Abb. 12 und 13 resultieren aus der Art\derindung
des Dreieckseckpunktes mit Eckpunkten der Sechsecke

Bezuglich der Flacheninhalte,And A® (vgl. Abb. 12) erhalten wir folgendes Ergebnis:
h.=v3a, h=3b
A1(2) = % 3 a\/g b

3
A]_(Z) =—ab
2

1
Wegen A = = ab, gilt somit A®= 3 A,
2

Wird das Zwischenraumdreieck so wie in Abb. 13 ddty&rgibt sich Folgendes:

@1 - o
A" = —2a 2b sin 150
2
=ab
1
AOZ— ab
2

Somit besteht die Beziehung® = 2A,.

An dieser Stelle soll eine Teilzusammenfassungiéir Vergleich von Amit A, fir die drei behandelten Félle
vorgenommen werden:

Al(3)
Al AP ~_
\Ao \ Ao ~— Ao
Abb. 14a Abb. 14b Abb. 14c
1
Al(l) (:Al) — E A, Al(Z) =3A A1(3) =2 A

Es wird deutlich, dass auf diese Weise Einzelbefuzide Bedeutung erhalten, die sie sonst kaumzeesitnd
somit zugleich ein Beitrag geleistet wird, Zusamhi#ialge zwischen verwandten mathematischen Situatione
herzustellen.

3.2 Variation: andere Dimension

Grundsatzlich kann die Suche nach rdumlichen Anatogum Ausgangssachverhalt in verschiedene Rigetun
erfolgen. Wir werden nur auf einen nahe liegendach8erhalt im dreidimensionalen euklidischen Raem-
gehen.
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Wird die urspriingliche KeiNsche Figuration so wie in Abb. 15

\ verraumlicht, geht es nunmehr um die Volumengleiithkion
Dreiecksprismen.
Es lasst sich fir diese Prismen mit gleicher Hohschwer die
Beziehung ¥ = V; = V, = V3 hachweisen.

Vo —
/ v
Vs

Abb. 15

4. Zur Anwendung der Variationsmdglichkeiten in aresh Kontexten

Viele der in diesem Beitrag vorgeschlagenen Vameindglichkeiten (Variationsstrategien) kénnen und
soll(t)en auf andere mathematische Sachverhaltetrdben werden. Sie fuhren nicht selten zu intergesn
Ergebnissen. Fiur Lernende ist es so moglich, diwefdungsbreite und Eignung dieser Vorgehensweisen f
das Herstellen (subjektiv) neuer Mathematik zuteda.

Exemplarisch sei im Schema 16 auf den Satz desiA%BORAS als (anderen) méglichen Ausgangssachverhalt,
auf ausgewahlte Variationen und denkbare Arbeidmigse Uberblicksartig verwiesen. Natirlich isthhiaus-
zuschlieRen, dass diese Variationen bereits beudtarrichtlichen Behandlung des Satzes vomHRGORAS
(was in der Regel der Behandlung von Trigonomefigusgeht) Beriicksichtigung fanden.

b
Satz des PYTHAGORAS @

\ c Z+tP=C
—

Variation: an- Variation: andere Variation: andere Variation: andere
dere Dimension aufgesetzte Figuren Ausgangsfigur Ausgangsfigur
V3
Vs Vi
Vi /
Vs
V3
Vi+ Vo=V, A A, = Ay ap+E=d a+ b = c-(m+n)
Schema 16

5. Ein Aufruf an die Leser

Mathematikinformation Nr. 46



11

Die Mathematikinformation betrachtet es als ihridgén, den Lesern sowohl Anregungen zur Forderuag m
thematisch interessierter/begabter SchiilerinnenSatdiler zu geben als auch die Leserschaft sellvstBe-
treiben und Publizieren von Mathematik anzuregen.

In diesem Beitrag wurden exemplarisch elementach\&ahalte im Umfeld des Satzes vorell behandelt. Es
wurde deutlich, dass in verschiedene Richtungeteviéhrend gearbeitet werden kann.

An dieser Stelle werden die Lesmifgerufen, die im Beitrag angerissenen Arbeitsrichtungetetdiihren oder
sich selbst Anschlussprobleme zum Satz venri auszuwahlen, diese zu bearbeiten und entsprecliggde-
nisse zu verdffentlichen. Die Mathematikinformatibeabsichtigt, in einem der folgenden Hefte auséea
Einsendungen von Lesern abzudrucken.

Es ware schon, wirden viele Leser dem Aufruf folgad ihre Arbeiten an die Mathematikinformation cem
Auch Arbeiten von Schilerinnen und Schilern, deleicht im Rahmen der Férderung mathematischeaBeg
bung mit der Beitragsthematik konfrontiert werdgind willkommen.

Entsprechende Manuskripte erbitten wir (unter Blesiohtigung der in der Mathematikinformation abgexk-
ten Manuskripthinweise) bis zug9.03. 2007an die unten stehende Adresse.
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