Hans Walser

Innen und Aulien

Ausgehend vom Problem der Innenwinkelsumme im Fiknférd eine Strategie besprochen, welche mit Hilfe
der AuBenwinkel arbeitet. Dadurch wird auch diedeme Seite” mit in die Betrachtung gezogen. VielebP
leme lassen sich dadurch allgemeiner und konsatemgehen. Eine weitere wichtige Strategie istHiebe-
zug von dynamischen Uberlegungen, welche zwar anbpvoller, aber auch eleganter sind als additiat-s
sche Berechnungen. Die Bedeutung des Begriffs miarianten wird hervorgehoben. Exemplarisch werden
Sternfiguren behandelt.

Ein heuristisches Grundprinzip ist der Perspektiveshsel. Jeder neue Standpunkt bringt neue Eiesicht
Exemplarisch fir dieses Prinzip wird die Berechnung Innenwinkelsummen in ebenen Vielecken bespro-
chen. Eine einfache gemeinsame Strategie ist, hghdncht die Innenwinkel, sondern die Auf3enwinkel
untersuchen. Dabei wird der topologische Begriff denlaufszahl implizit verwendet. Das Ubliche Zgda

der Figuren in Figuren kleinerer Eckenzahl entfallt

Der letzte Abschnitt enthalt ausfihrliche Lésungslgise zu den Aufgaben. Bei offenen Aufgaben werden
exemplarisch mehrere Losungsvarianten angegebeapér natirlich nicht abschlie3end sind.

Zu dieser Arbeit bin ich angeregt worden durchiNgICH [5], wo dieselbe Thematik von einer anderen Seite
her angegangen wird.

1. Vielecke
1.1 Das Funfeck

Im Funfeck der Abbildung 1 sind die Innen-
winkel schwarz und die AuRenwinkel weild
eingezeichnet. Je ein Innenwinkel und sein
zugehoriger Auenwinkel messen zusammen
180°. Samtliche eingezeichneten Winkel mes-
sen zusammen$180°. Abb. 1 Innenwinkel und Aulenwinkel

Fur die Summe der schwarzen Innenwinkel gibt eemadie aber unterschiedlich sind bei Dreiecke®{},8
Vierecken (360°), Funfecken (540°, wenn man deh&#iauen darf?) usw.

Aufgabe 1:Wie grof3 ist die Summe der Aul3enwinkel? Warum ast sb?
Nachdem wir gesehen haben, dass die Summe der wirfkeh 360° ist, kdnnen wir leicht auch die Summe

der Innenwinkel berechnen. Wir bezeichnen die Awdekelsumme mit A und die Innenwinkelsumme mit I.
Mit diesen Bezeichnungen gilt in unserem Finfeck:

Im 5-Eck: | Im n-Eck:
A =360 A=360=2p
A+l 5X8C A+1=nx80CF=np
| =5X180 - 360 °=5X180 - 2x180 ° =3xX180° = 540 I =(n- 2)x480°=(n- 2)p

1.2. Invarianten

Die Mathematiker sind bestrebt, allgemeine AussaigerSinne von Invarianten zu machen. Verlassliches
Wissen, das in allen Lebenslagen gilt. Nun istldienwinkelsumme im Dreieck tatséchlich eine Inwate,
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aber eben doch nur beschrankt auf das Dreieck.linfieEk haben wir die Innenwinkelsumme 540° gefunden
zwar auch eine Invariante, aber auf das Funfeckhbéekt. Die eigentliche Invariante in diesem Katist
offensichtlich die AuRBenwinkelsumme, welche unalgfigirvon der Eckenzahl 360° oder betragt. Die In-
nenwinkelsumme kann davon abgeleitet werden.

Aufgabe 2:1n einem Dreieck ABC der Abbil- C

dung 2 halten wir die beiden Ecken A und B b
fest. Die Ecke C darf bewegt werden. Formu- N
lieren Sie nun einige Invarianten mit den Sei- A

ten a und b und Uberlegen Sie sich, was dies ¢ 8
fur die Ecke C bedeutet.

Abb. 2 Die Ecke C darf bewegt werden

1.3 Vieleck mit Delle

Durch die Delle (Abb. 3) haben wir eine zusétzliche
Ecke erhalten, aber eine nach innen. Diese Ecke hat
einen gewaltigen Innenwinkel.

Viel interessanter ist aber die Tatsache, dassasich

dieser Ecke die Nase des Pinocchio (siehe Losung zu

Aufgabe 1) nicht wie an den Ubrigen Ecken im Krei-

selsinn dreht, sondern im Gegenkreiselsinn wie bei Abb. 3 Mit Delle
einem Geisterfahrer.

Die Mathematiker nennen das den negativen Drehamth wenn wir den in der Figur eingezeichneten \Wink
von der Summe der AuRenwinkel subtrahieren, sinrdwigder sauber bei 360°. Wir missen diesen innen
liegenden ,Aufl3en“-winkel also negativ rechnen. Hieigt sich einmal mehr, wie elegant sich mit nizgat
Zahlen arbeiten lasst.

Ein Vieleck, das nur Ecken nach aufRen hat, wirkaisrex bezeichnet. Ein Vieleck mit Dellen ist rtiglon-
vex. Trotzdem gilt, unter Einsatz von negativenlah
A=360=2p
A+1=nx80C=np
I =(n- 2)x80°=(n- 2)p

1.4 Ein Stern mit funf Zacken

Die AulRenwinkel des Sterns der Abbildung 4 sind
offensichtlich gré3er geworden, die Innenwinkelikle
ner. Nun ist auch die Invariante der AufRenwinkel-
summe ins Wanken geraten.

Abb. 4 Stern

Aufgabe 3:Wie grof3 ist nun die AuRenwinkelsumme? Warum istste?

1.5 Ein regelméalRiger Stern

Der Stern der Abbildung 5 hat 17 Ecken, die gleich-
maRig auf einem Kreis verteilt sind. Jeder Eckpusikt
jeweils mit den beiden drittndchsten Eckpunktercdur
eine Kante verbunden. Dieser Stern wird mit dem

Symbol 1—37 bezeichnet.

Abb. 5 Stern

Aufgabe 4:Was lasst sich Uber die Winkel in diesem Sternsage
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Mit dem Symbol E wird der Stern bezeichnet, der n regelméaRig andéraiKreis angeordnete Ecken hat und

bei dem von jeder Ecke aus jeweils die nachstebetee (gezahlt im positiven Drehsinn) geradlinigiefah-
ren wird. Es werden alsk- 1 Ecken ibersprungen (vgl. Coxeter [3], S. 93, Carxgl], S. 56, Heinrich [5]).

In der Regel wirdk £ % vorausgesetzt.

Aufgabe 5:Wie grof3 sind AuRenwinkelsumme und Innenwinkelsurmm&tern E ?

2. Noch mehr Sterne

2.1 Zerfallende Sterne

Die Formel I:(n- 2k)>¢80°=(n- 2k)p gilt auch
dann, wenn der Stern in Teilsterne zerfallt. Das ei

fachste Beispiel dazu ist%) , das in zwei Sterne Abb. 6 Ein zerfallender Stern

von der Form g zerfallt (Abb. 6). Die totale Innenwinkelsumme 3§0°.

Dieses Beispiel zeigt auch, dass bei unserem Syd@soBruchrechnen nicht gilt. Es ist dodxg =5t 1—;)

pn

pk

Es gelten also Regeln, die wir vom Erweitern undzéa der Briiche her kennen. Das ,Kiirzen" bedewdet g
metrisch, dass wir aus den ZerfallskomponentemeReprasentanten herausfiltrieren.

Fur unser Symbol passt abprE =

7.2 Im Zwolfeck

Im Zwolfeck (Abb. 7) schlie3lich kommen alle Ladéitdér der Schulgeometrie vor.

OO LEFK

Abb. 7 Zwoblfecke
Die Abbildung 7 zeigt der Reihe nach% , ein regelmafiges Zwolfeck mit der Innenwinkelswrt800°.
— , zwei regelmafige Sechsecke, totale Innenwinketsaithd40°.
12

3 drei Quadrate, totale Innenwinkelsumme 1080°.

— , vier gleichseitige Dreiecke, totale Innenwinkefsue 720°.
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— , zerfallt nicht, totale Innenwinkelsumme 360°.
g , 6 Durchmesserstrecken, die Innenwinkelsumme udit N

Aufgabe 6:Die Frage ist, was nun W0h|1—72 bedeutet.

2.3 Pentagramme noch und noch /\

Die Symbole > , S , > , S (wie geht es wei-
2 3 7 8

ter?) fohren bildlich alle zum gleichen Pentagrarden

Abbildung 8.

Zunachst ist man versucht, das Problem der verdehen

Schreibweisen fir dieselbe Figur mit Scheuklappeas a Abb. 8 Pentagramm

zublenden: In E verlangen wirk £ % ( g ist hier-

bei die grof3te naturliche Zahl, die kleienr egfsist). Das erinnert aber an die chinesische Maudrahnliche

Versuche, mit Sperranlagen eine Horizonterweitezingnterbinden.

Aufgabe 7:Eine genaue Analyse dessen, wie Pinocchio etwa-gei knapp vor Erreichen einer Spitze

sich die nachste Richtung durch Abzéahlen Uberlsgsehr lehrreich.

2.4 Die Mistfliege

Ein sich Uberschlagendes Viereck wird als

.Mistfliege" bezeichnet. Es sind auch Miststi-

cke, weil die Summe der eingezeichneten Win-

kel nicht konstant ist. Es sind alle Werte zwi- C Mt
Abb. 9 Zwei Mistfliegen

schen 0° und 360° mdglich. g

Aufgabe 8:Wie lasst sich die Invariante bei den Mistfliegetten?

3. Stochastik

Der Begriff des Innenwinkels fuhrt auch in der $tastik zu einem Problem, das sich mit dem Aul3englink
elegant I6sen lasst.

3.1 Beschreibende Statistik
n
In der beschreibenden Statistik wird zu einer $tiobe x;,i=1,...,n zunachst der MittelwerR=%
i=1

_)2 .

X

n
eingefiihrt und dann die empirische Variesiz= var(x)=n%1 (xi -
i=1
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n
Zu Messwertpaare(»(i ,yi), i = 1,.,n gibt es die empirische Kovariaru)v(x,y)=ﬁ (xi - i)(yi - 37)
i=1

sowie den Korrelationskoeffizientem{x, y) =%§y’y)

3.2 Link zur Geometrie

Xp- X Yi- ¥
Mit den Vektorenx = und y= kénnen die statistischen Begriffe wie folgt gessien
n- X Yn- Y
werden:
s =748y = eovx.y) = daxyr(xy) =

Die Formel r(x,y)=2%

= 0] erinnert an die Formel

cos(g*)=% zur Berechnung des Zwischenwinkels
g* zwischen den Vektorer undy (Abb. 10).

Abb. 10 Zwischenwinkel

In dieser Sicht islr(x,y) = cos(g*) . Daraus folgt unmittelbar 1£ r(x,y) £ +1.

Positive Korrelation bedeutet, dass die beiden &ekt einen spitzen Winkel einschlieBen, negativerddati-
on bedeutet, dass die beiden Vektoren einen stumfifiekel einschliel3en. Keine oder sehr kleine Kiatien
heifl3t, dass die beiden Vektoren orthogonal odeenalorthogonal sind. Umgangssprachlich: Die einsdvie
reihe steht ,quer” zur anderen, die beiden Messregind unabhangig voneinander. So weit, so gut.

3.3 Rechnungen

Nun ist weiter:

=it (o) GealP=y (- %ol 9P

o kexPr2 X9 -9 =S+ 2codxy)+ =+ Bsrxy)+ S

i=1 i=1 i=1
Also s)z(+y = 3)2( +s§ +25xsyr(x, y).
Falls die beiden Messreihen unabhéngig sindr,(bsty): 0, und wir habensfer =s§ +s>2,

3.4 Pythagoras und Co

5x+y
Da ist es nahe liegend, an den Satz des Pythagoras sy
rechtwinkligen Dreieck zu denken (Abb. 11).

Im positiv oder negativ korrelierenden Fall wére es
nun schon, wenn die Verallgemeinerung des Satzes
von Pythagoras gelten wirde, der Kosinussatz also. Abb. 11 Satz des Pythagoras
Ich habe in der Schule den Kosinussatz in der Form

Sx
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c?=a’+b?- Zabcos(g) kennen gelernt und spater jahrzehntelang so igtitat; dabei hatte ich immer ein
asthetisches Unbehagen Uber das Minuszeichen.

In unserem statistischen Beispiel gilt

Sy =S+ Bsr(xy),

und wir haben festgestellt, dass es sinnvoll ist) d

Korrelationskoeffizienten als Kosinus eines Winkels

anzusehen. Das Verbliffende ist, dass wir hier aber

ein Pluszeichen haben!

Der ,Fehler” liegt in einem falschen Winkelkonzept Abb. 12 AuBenwinkel
beim Kosinussatz. Verwenden wir namlich den Au-

Renwinkel gemaR Figur, gilt ebenfalls das Pluszgich?® = a” + b? + 2abcodg*)

Aufgabe 9:Wie lasst sich dies beweisen?

4. Losungshinweise zu den Aufgaben

Zu Aufgabe 1:
Die Summe der weiRen AuRenwinkel ist immer 3603hinéngig davon, ob es sich um ein Dreieck, Viereck,
Funfeck usw. handelt. Es gibt viele Wege, dieswsahen. Im Folgenden eine exemplarische Auswabhl.

a) Il giro di Pinocchio. Der Rundgang des Pinocchio

Im letzten Kapitel de®inocchio(Collodi [2]) muss der arme Pinocchio in einem lyépel schuften, um ein
Glas Milch fiir seinen Vater zu verdienen. Nach jeidande hat sich natirlich auch die Nase von Pimocc
um eine volle Drehung, also um 360°, gedreht.

Abb. 13a Pinocchio im Gopel Abb. 13b Pinocchio auf dem Finfeck
Illustration nach Enrico Mazzanti aus der Erstabsga
von 1883

Nun stellen wir Pinocchio auf den Rand des Fiinfeckdb. 13b) und heiRen ihn, darauf herumzugehea. W
andert sich die Richtung von Pinocchios Nase beraiUmlauf? An jeder Ecke &ndert die Richtung um de
weiBen AuRenwinkel. Die Gesamtanderung ist natiid60°. Es ist klar, dass diese Uberlegung unabipang
davon ist, ob es sich um ein Finfeck oder um e@lé¢k mit einer anderen Eckenzahl ist.

Gemal der Figur ist Pinocchio im positiven Sinn @& Rand des Flnfeckes herumgegangen. Der positive
Drehsinn ist der Drehsinn eines Verkehrskreisels#(A 4). Auch bei jeder Ecke dreht sich Pinocchidirei-
selsinn.
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Didaktische Randbemerkung:

Ich habe bei 307 Erstsemestrigen eine kleine Urafrag
gemacht: Samtliche haben in der Schule den positive
Drehsinn als ,Gegenuhrzeigersinn“ kennen gelernt.
Diese Eselsbriicke ist wegen dem ,gegen“ didaktisch
ungeschickt. Nachdem es nun auch in
Hinterkleinlutzelheim einen Verkehrskreisel vor dem
Schulhaus gibt, ist der Vergleich mit dem Kreigatsi
fir unsere Schilerinnen und Schiler alltagsgerecht.
(Ich hore die Rohrspatzen: Aber in Landern mit Isink

verkehr ... . Und die Digitaluhren ... .) Abb. 14 Positiver Drehsinn

b) Beine, FiiRe und eine dynamische Uberlegung:
Statt mit der Nase kénnen wir auch mit Beinen utidn tberlegen. Wir denken uns im Innern des Fkefec
einen beliebigen Punkt und zeichnen von dort a4 dfe auf die finf Seiten (Abb. 15).

Abb. 15 Lote als Beine, Seiten als Fil3e

Wir greifen zwei aufeinander folgende Beine unceikitiRe heraus. Wenn wir ein Bein ein bisschen um de
Punkt im Funfeck drehen, drehen sich auch die Riiffeden gleichen Winkel. Wenn die Beine aufeinander
liegen, sind die FulRe zumindest parallel, alleafallifeinander liegend. Somit ist der Winkel zwistlden
Beinen derselbe wie der Winkel zwischen den FiBé&mnn wir nun alle finf Beine ins Auge fassen, halven
beim Punkt im Finfeck finf Winkel, welche zusamnaea@ren vollen Winkel ergeben, also 360° messen.

c¢) Abschneiden:
Wir schneiden vom Funfeck parallel zu einer SeieStiick ab. Dadurch @ndern sich die Winkel nicht.

Abb. 16 Paralleles Abschneiden

Und nun schneiden wir an allen Seiten immer meh¢Addb. 17). Das Finfeck wird immer kleiner, abee di
AuRenwinkel bleiben. Am Schluss ist das Flnfeclselewunden und es sind nur noch die AuRenwinkebtibri
geblieben. lThre Summe ist 360°.
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Abb. 17 Abschneiden bis zum Ende

Die Aufgabe in der Aufgabe Gibt es andere Beispiele, in denen etwas versalatiund dennoch etwas We-

sentliches davon Ubrig bleibt?

Beispiele:

a) Im Kapitel VI von Alice im Wunderland
(Carroll [1]) verschwindet die Katze vom
Schwanz her, bis nur noch ihr Grinsen Ub-
rig bleibt.

b) In der Differentialrechnung wird diStei-

gung einer Sekant@Abb. 18) mit Hilfe ei-

nes Stutzdreieckes mit den Kathet&x

und Dy berechnet als%. Beim Grenz-

Dy

lim verschwindet das
Dx® 0

Stutzdreieck; die Steigung bleibt aber er-

halten und wird zur Steigung der Tangen-

ten.

Ubergang

Der Blick aus dem Weltall:

Ein Astronaut sieht unser Fiinfeck nicht, es
ist zu klein. Damit er doch was sieht, ver-
langern wir die Seiten ins Gigantische.

c)

Der Astronaut sieht dann praktisch nur noch
die AuRenwinkel (Abb. 19), die sich auf
360° summieren.

Zu Aufgabe 2:

Abb. 18 Stiitzdreieck

Abb. 19 Blick von weit au3en

Hier handelt es sich um eine offene Aufgabe; egeioleinige Lésungsmoglichkeiten:

a) Ortsbogen: Der Winkel ¢ zwischen den
Seiten a und b soll invariant bleiben. Der Punkt
C kann auf dem Ortsbogen bewegt werden

(Abb. 20).

Abb. 20 Ortsbogen

b) Ellipse: Die Summea +b soll invariant bleiben.
Der Punkt C kann auf einer Ellipse bewegt werden.
Die Eckpunkte A und B sind Brennpunkte dieser
Ellipse (Abb. 21).

Abb. 21 Ellipse
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c) Hyperbel: Die Differenz b- & soll invariant d) Kreis des Apollonius: Das Verhaltnis 2 soll

bleiben. Nun kann der Punkt C auf einer Hy- a
perbel mit den Brennpunkten A und B bewegt invariant bleiben. Die Loésung ist der Kreis des
werden (Abb. 22). APOLLONIUS Uber der StreckeAB zu diesem Ver-

haltnis (Abb. 23).

Abb. 22 Hyperbel Abb. 23 Kreis des Apollonius

e) Noch ein Kreis:Nun soll die Quadratsumme

a2 +b? invariant bleiben. Da stutzen wir, denn
das Dreieck ist ja gar nicht rechtwinklig. Es
geht trotzdem, und die Losung ist ein Kreis um
den Mittelpunkt der SeiteAB durch C (Abb.
24).

Um dies einzusehen, gehen wir rechnerisch vor:

Wir verwenden ein Koordinatensystem, in

welchem die Eckpunkte A und B die Koordina-

ten A(- 10) und B(10) erhalten. Fiir C ver-

wenden wir allgemeine Koordinateﬁ:(x,y). Abb. 24 Ein seltsamer Kreis
Dann ist:

a= I xP ey und b=yexf ey’

Aus der Bedingun@? +b? = p ergibt sich(L- x)? +y? + (1+x)? +y? =p. Daraus erhalten wix’ +y? =

N|o

Das ist die Gleichung eines Kreises mit dem Mitiekt im Koordinatenursprung, also dem Mittelpunkt d

Seite AB . Wir sehen, dass die rechtwinkligen Dreiecke @oederstellung einnehmen; bei ihnen fallt dieser
Kreis mit dem Ortsbogen zusammen.

Zu Aufgabe 3:

Die AuRenwinkelsumme ist 720°. Pinocchio muss nuaimal um den grof3en Punkt ganz im Innern herum-
gehen, bis er wieder an den Ausgangsort zurtickkonmacht zwei Umlaufe, seine Nase dreht sicH tota
zweimal 360°, also 720°. Es gil& =2>36C

A +1=5180

| =580 - 2x360°=5x180 - 4480° =18C

Zu Aufgabe 4:
In diesem Fall muss Pinocchio drei Umlaufe maches,er wieder an den Ausgangsort zuriickkommt. Wer
sich beim Nachfahren mit dem Zeigefinger verheddemn sich mit folgender Uberlegung behelfen: Uomv
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Innern ins AuRere zu gelangen, muss dreimal der WésgPinocchio iberquert werden. Ein Taugenichas, d
im Innern sitzt und tief in Gedanken verloren imriredie gleiche Richtung nach aufRen blickt, wirdidvial
erleben, dass Pinocchio durch sein Gesichtsfeldtw&bmit haben wir die Rechnung:

A =3>36C
A+ =1748C

[ =17:18C°- 3>36(°=17:18C°- 6>18(°=1118C° =198(°

Zu Aufgabe 5:
A =k>360 =2kp

A+1=nX8CF=np
I =(n- 2k)480° =(n- 2k)p

Zu Aufgabe 6:

In 1—72 werden im positiven Drehsinn 6

Ecken Ubersprungen; das fiihrt zum selben
Punkte wie das Uberspringen von 4 Ecken im

negativen Drehsinn. Somit ist1—72 = 1—|2:_) .

. . . . 12 Abb. 25 Grol3e AuRenwinkel
Optisch sieht dieser Stern gleich aus V\n%— ;

tatséchlich ist er aber sein Spiegelbild. Dahetaerg es auch nicht, dass seine Innenwinkelsumrgatine
wird, namlich - 2p . Pinocchio geht auf dem Stern im negativen Simurheda er sich aber in jeder Ecke im
positiven Sinn auf die neue Richtung einstelltdyeder Aulenwinkel groRer als Das sieht dann aus wie ein
Schaufelradbagger (Abb. 25).

Zu Aufgabe 7:

Pinocchio zahlt die Eckpunkte im positiven Drehsain Da er diese Punkte dabei anguckt, hat errsch
funf Punkten um 360° gedreht. Dann z&hlt er nocki &ekpunkte weiter. Somit ist der einzelne Auleriksl
gréRer als 360°.

Zu Aufgabe 8:
Es gibt zwei Losungsvorschlage:

a) Pinocchio startet, und dann dreht er sich bei
jeder Ecke im positiven Drehsinn zur neuen
Richtung (Abb. 26). Auf diese Weise ergibt

sich eine Auenwinkelsumme von.4 Abb. 26 Richtungsanderung im positiven Drehsinn

b) Pinocchio startet und dreht sich bei jeder
Ecke so wenig wie mdglich zur neuen Richtung
(Abb. 27). Dazu muss er sich auch in negativer
Richtung drehen. Es entstehen negative Dreh-
winkel. Zu jedem negativen Drehwinkel gibt es

aber einen betragsmalfiig gleich grof3en positi-
ven Drehwinkel. Daher ist die Auenwinkel-

tsumme Null. Das ist auch eine schone Invarian-  app. 27 Richtungsanderungen in beiden Drehsinnen
e.
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Zu Aufgabe 9:

Der Beweis ist natirlich ganz einfach, wenn an den
.gewodhnlichen" Kosinussatz angehangt werden darf:
Wegen ¢*=p- ¢ st cos(g*): - cos(g). Ansonsten
verlauft der Beweis am einfachsten vektoriell:

Mit den Vektorena und b gemaf Abbildung 28 gilt:
2
2 =|d :‘a+b{ :(a+ b a+b):a2+ 2 + b?

2 Abb. 28 Beweisfigur
=[a” + deb[codg*) +|b” =a® +b* + 2bcodg?)
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