Kurt Peter Miiller

Begriffsbildung und Dynamische Geometrie-Systeme
(am Beispiel DynaGeo und Cinderella)

Die in der Primarstufe (dort noch sehr an Handlungen orientiert, was sich auch in der Sprechweise, etwa ,,Kan-
te, nicht ,,Strecke, ausdriickt) und der Sekundarstufe I vorkommenden geometrischen Begriffe werden zu-
sammengestellt und daraufhin untersucht, wie die Begriffsinhalte in Dynamischen Geometrie-Systemen (als
DGS-Beispiele dienen DynaGeo Euklid und Cinderella) umgesetzt werden. Es wird dargestellt, dass einerseits
die Umsetzung in einem DGS nicht immer den gewohnten Begriffsbildungen entsprechen (z. B. bei ,,Strecke*)
und dass andererseits das dynamische Verdndern neue Einsichten bei der Begriffsbildung ermdglicht (z. B. bei
,Kreis“ und ,, Tangente®).

1. Dynamische Geometrie-Systeme

1.1  Begriffsbestimmung

1.1.1 Geometrie auf dem Computerbildschirm

Schon vom Anfang der personlichen Computer an war es ein Anliegen der Programmier (weil es viele Nutzer
wollten), grafische Darstellung auf dem Bildschirm zu realisieren. Das begann in der Zeit des Apple II und
setzte sich nach Einfithrung des PC in der ,,guten alten DOS-Zeit* fort. Noch stirker wurde der Trend zur Gra-
fik am Bildschirm mit der Einfithrung der grafikorientierten Oberfldchen, insbesondere mit Windows. Dabei
geht es nicht einfach um Grafik, sondern um Geometrie — nicht etwa um Balken- oder Kreisdiagramme, die
Programme wie Excel (fast) automatisch herstellen konnen, sondern um geometrische Zeichnungen.

In diesem Umfeld gibt es michtige Programme, die z. B. von Maschinenbauern und von Architekten eingesetzt
werden, um dreidimensionale Objekte in verschiedenen Ansichten darzustellen. Etwas einfachere Programme
begniigen sich mit der Unterstiitzung der Zeichnung fiir zweidimensionale Teilansichten, etwa Grundrisse usw.
Daneben gibt es Programme, die ,,nur* das elementare Zeichnen mit Zirkel und Lineal — die klassischen Kon-
struktionen — beherrschen. Man kann mit ihnen Geraden zeichnen (gleich euphorisch formuliert, wie wenn man
sagt, dass man auf dem Papier Geraden zeichnen kann: Wir werden bei der Begriffsbildung auf diese Proble-
matik zurtickkommen). Diese Programme sind fiir den Einsatz in der Schule geeignet — meist sind sie direkt fiir
diesen Gebrauch entstanden. Ein erster, wichtiger Vorteil dieses Zeichnens mit dem Computer ist, dass der
,,Computer liblicherweise genauer zeichnet als es Schiiler mit Zirkel und Lineal konnten, und dass bei etwai-
gen Fehlern des Schiilers eine Korrektur leichter moglich ist: Ein mit dem Computer gezeichnetes Objekt lasst
sich ohne ,,Nebenwirkungen* gezielt 16schen, was mit dem Radiergummi so nicht méglich ware. Damit — und
dieser Aspekt darf nicht unterschétzt werden — vermeidet das Zeichnen mit dem Computer viel Frustration.

Dass die auf dem Bildschirm erstellte Zeichnung dann mit Hilfe des Druckers auch auf Papier gebracht werden
kann, wird ganz dem Programm {iiberlassen und wird deshalb hier nicht weiter angesprochen.

1.1.2 Dynamik

Schon beim Arbeiten mit einer Textverarbeitung merkt man, dass ein Text leicht verdndert werden kann. Man
kann z. B. schnell einen Satz markieren und ihn mit Hilfe der Maus an eine andere Stelle ziehen. Entsprechend
kann man — und nun wird der Bestandteil ,,dynamisch* der Uberschrift erklart — mit einem DGS Teile der
Zeichnung variieren.

Lasst man Schiiler ein ,,beliebiges™ Dreieck zeichnen, wird fast immer ein spitzwinkliges Dreieck gezeichnet.
Mit den hier beschriebenen Programmen kann man nun — mit Hilfe der Maus — z. B. einen Punkt des Dreiecks
greifen und an eine andere Stelle verschieben: Man kann die Figur dynamisch verdndern, und dabei z. B. ein
spitzwinkliges Dreieck zu einem stumpfwinkligen Dreieck machen und — wenn man genau beobachtet — be-
merken, dass man dabei als ,,Zwischenlage* auch ein rechtwinkliges Dreieck hatte.



Es scheint trivial, dass man so stets ein Dreieck behilt — bis man seinen ,,Zugpunkt“ so bewegt, dass die drei
Eckpunkte kollinear sind. Es lohnt scheinbar kaum, auf diesen Grenzfall einzugehen. Denkt man sich aber in
dem urspriinglich spitzwinkligen Dreieck die drei Hohen eingezeichnet, so hat es eine andere Qualitdt, wenn
man einen Eckpunkt zieht und erkennt, dass sich die drei Hohen nicht nur im willkiirlich als Ausgangsfigur
gezeichneten Dreieck in einem Punkt zu schneiden scheinen, sondern auch fiir die anderen Lagen — zumindest,
solange das Dreieck spitzwinklig bleibt.

Auf das Problem, dass bei stumpfwinkligen Dreiecken sowohl die Seiten als auch die Hohen Geraden sein
miissen, damit es den von uns erwarteten Hohenschnittpunkt gibt, werden wir spéter bei den Begriffen noch
zuriickkommen.

Hier soll noch ein anderer Aspekt der DGS angespro- C
chen werden: Es ist mit solchen Programmen moglich,
beim Ziehen den Zugpunkt nur auf einer Kurve zu
bewegen. So kann man z. B. die Frage stellen, wie sich

der Hohenschnittpunkt eines Dreiecks bewegt, wenn

ein Eckpunkt auf der Parallelen zur Gegenseite ver-
schoben wird. Die meisten Programme der hier be-
sprochenen Art lassen es zu, die Spuren bei einer sol-
chen Bewegung aufzuzeichnen. Figur 1 zeigt das Er-
gebnis beim hier vorgestellten Beispiel, die Bahnkurve

des Hohenschnittpunkts H, wenn sich C auf einer 7/ A
Parallelen zu ¢ bewegt.

Bei den meisten Programmen sind diese Spurkurven B
zu sehen, sie stehen aber nicht als Objekte fiir weitere
Konstruktionen zur Verfiigung.

1.1.3 Makro-Fahigkeit

Denkt man an das eben verwendete Beispiel eines Dreiecks mit seinen Hohen, so erinnert man sich an die
Grundkonstruktionen wie das Halbieren einer Strecke oder eines Winkels, das Fillen bzw. das Errichten eines
Lots — inklusive der Konstruktion des Mittellots einer Strecke. Frither wurden diese Konstruktionen allein mit
Zirkel und Lineal durchgefiihrt — heute meist mit Hilfe eines Geodreiecks. Wenn ein Geometrie-Programm nun
das Zeichnen mit Zirkel und Lineal ,,ibernimmt®, so ist es wiinschenswert, dass man eine Folge von Teil-
schritten — etwa zur Konstruktion der Hohen, also das Féllen von Loten — zusammenfasst und mit einem ,,gro-
Ben* Befehl — , Makro* genannt — ausfiihren kann. Einige Standard-Makros sind bei fast allen Programmen
implementiert — wie das hier gebrauchte Lot-Fillen. Oft kann man aber auch ,,eigene* Befehlsfolgen — etwa die
Konstruktion des Umkreises eines Dreiecks — in einem Makro(-Befehl) zusammenfassen. Das erleichtert das
Ldsen von komplexeren Problemen. Man wiinscht bei solchen Programmen — so die Terminologie — die ,,Mak-
ro-Fahigkeit®.

1.1.4 Zusammenfassung

Programme, die iiber diese drei Merkmale verfiigen, nennt man iiblicherweise Dynamische Geometrie-Sys-
teme, abgekiirzt DGS. In diesem Sinn sind DynaGeo und Cabri-géométre ebenfalls DGS. Es sei darauf hinge-
wiesen, das gelegentlich — z. B. derzeit noch bei Cinderella und bei GeoNext — auf die Makro-Fahigkeit ver-
zichtet wird. Im weiteren Sinn sind dies ebenfalls DGS. Will man iiber Begriffsbildungen nachdenken, muss
nicht streng getrennt werden. Die beiden erstgenannten Vertreter werden daher bei Beispielen herangezogen.

1.2 Aspekte fiir und wider den Einsatz von DGS in der Schule

Die allgemeinere Frage lautet: Wie kommt es zu Neuerungen in der Schulmathematik? Einerseits gibt es allge-
meine Uberlegungen. Als Beispiele seien die Bemiihungen von FELIX KLEIN und die Einfiihrung der ,Neuen
Mathematik* um 1968 genannt. Andererseits gibt es AnstdB3e durch technische Neuerungen.



Dies soll zunichst am Beispiel der Taschenrechner erortert werden. Die Taschenrechner waren in den Siebzi-
ger-Jahren des vorigen Jahrhunderts die ersten Gerite, die sozusagen von auflen her ,,in Konkurrenz* zum bis-
herigen Rechnen traten. Damals wurde von zwei Richtungen her argumentiert. Erstens iiberlegte man, wie die
Taschenrechner ,,Neues™ in die Schulmathematik bringen konnten. Es gab eine Fiille von Vorschldgen, von
denen allerdings nur wenig umgesetzt wurde. Zweitens wurde auch die Schulmathematik daraufhin gepriift,
was mit den Taschenrechnern anders (und vielleicht sogar besser) gemacht werden konnte und was vom seithe-
rigen Stoff dann auch nicht mehr gemacht werden miisste. So sind dann z. B. mit der Einfiihrung von Taschen-
rechnern, mit deren Hilfe man Werte fiir trigonometrische Funktionen per Tastendruck abrufen kann, die Funk-
tionstafeln aus den Schulen verschwunden.

Entsprechende Uberlegungen gibt es mit dem Computer, speziell im Umfeld der DGS. ,,Die neuen Programme
,konnen*‘ das, also muss es doch auch in der Schule gemacht werden®, ,,Schiiler machen das auf ihrem Com-
puter, da muss die Schule doch reagieren®, ,,Das macht den Schiilern offensichtlich Freude* und dhnlich wird
oft argumentiert. Man kann durchaus von den Mdglichkeiten der DGS ausgehen und tiberlegen, ob diese Mdg-
lichkeiten in den Unterricht eingebracht werden konnen. Z. B. wird, wenn mit Cinderella gearbeitet wird, die
Behandlung nichteuklidischer Geometrien diskutiert. Letztlich sollte aber die Entscheidung, was im Unterricht
behandelt wird, nicht derart einseitig von einem ,,Markt“ diktiert werden.

Man kann auch von den giiltigen Lehrplanen ausgehen. ,,Der Schulstoff liegt fest. Was davon kann man even-
tuell auch mit einem DGS machen?* konnte dann die umgekehrte Uberlegung sein. Folgt man diesem Gedan-
kengang, werden DGS an passender Stelle als Hilfsmittel im sonst unverdnderten Mathematikunterricht einge-
setzt. Das konnte sich allerdings auf lange Sicht als zu eng erweisen. Das Verabsolutieren des Schulstoffs kann
nicht akzeptiert werden. Einmal liegt der Schulstoff keinesfalls unumstoBlich fest, wie jede Lehrplanédnderung
zeigt. Dann kann der Stoff — wenn andere Hilfsmittel zur Verfligung stehen — auch auf verschiedene Weise
behandelt, kdnnen Probleme bzw. Aufgaben auf verschiedene Weise geldst werden. So ist es durchaus denkbar,
dass DGS bei Lehrplanédnderungen Einfluss auf die dort geforderten Inhalte nehmen und dass die DGS neue
Denkweisen, Losungsmethoden und auch neue Fragestellungen im Umfeld des kanonischen Stoffs ermdgli-
chen.

Damit ist dann klar, dass im Mathematikunterricht auch (und selbstverstdandlich nicht ausschlieSlich) mit DGS

gearbeitet wird. Damit ist nicht gemeint, dass DGS nur als Demonstrationsmittel des Lehrers dienen soll — auch

wenn das oft von groBem Nutzen sein kann. Vielmehr sollen Schiiler selbst am Computer sitzen und mit DGS

arbeiten. Verfdhrt man so, dann ergeben sich verschiedene Fragekreise, z. B.:

e Wie kommen Schiiler mit dem Programm zurecht? Wie intuitiv ldsst sich das Programm bedienen?

e Wie dndert sich bei den Schiilern das Beweisbediirfnis, wenn eine Vermutung (etwa die, dass sich die Mit-
tellote der Dreiecksseiten stets in einem Punkt schneiden) doch — unterstiitzt durch den Zugmodus — immer
wieder ,,vor Augen gefiihrt“ wird und wenn die Genauigkeit der Zeichnung nicht von den Unzu-
langlichkeiten des Umgangs mit Zirkel und Lineal abhéngig ist, sondern wenn der ,,Computer* doch ,,ge-
nau‘ zeichnet?

e Welchen Einfluss hat der Einsatz von DGS auf das Bilden von Begriffen in der Elementargeometrie?

e Welche Wiinsche hat ,,die Schule® an DGS? Was soll das Programm ,.kdnnen“?

Hier soll, von gelegentlichen Randbemerkungen abgesehen, nur auf den Dritten der genannten Punkte einge-
gangen werden. Zum vierten Punkt sei nur bemerkt, dass es nicht unrealistisch ist, hier einen Einfluss der Schu-
le zu erhoffen. Bei den tblichen Taschenrechnern waren die Schulen nur ein kleiner Teil der Abnehmer, und
sie hatten deshalb kaum Einfluss auf den Markt. Bei DGS (und &hnlich wohl bei grafikfahigen Taschen-
rechnern) sind die Schulen der Hauptmarkt und kénnten durchaus Einfluss haben

2. Geometrie-Begriffe in der Primarstufe und der Sekundarstufe I

2.1  Geometrie-Begriffe in der Primarstufe

2.1.1 Vorbemerkung

Bekannt ist das allgemeine Vorurteil: Mathematik geht nach dem Schema ,,Definition — Satz — Beweis® vor,
allenfalls Hilfssiitze und Folgerungen sowie Anwendungen kommen dazu.



Auf die Schule bezogen sind die Definitionen oft die Begriffe, dic gelernt werden miissen. Dazu gehdren (aus
fachlicher Sicht) die undefinierten Grundbegriffe (wie Punkt und Gerade) und die durch Definitionen er-
klérten abgeleiteten Begriffe (wie z. B. Kreis). Wir kommen darauf ausfiihrlich zuriick.

Die Anwendungen sind die Aufgaben — und das konnten auch interessante, umfangreiche Probleme sein. Da-
rauf wird — wie oben bei der Frage nach der Ortskurve des Hohenschnittpunkts — als Ausblick hingewiesen.

Folgerungen konnen aus bereits bewiesenen Hilfssitzen oder Sitzen gefolgert werden (fiir die es einen Be-
weis braucht) oder aus Beobachtungen an Experimenten (die es in der Schule im Mathematikunterricht der
Sekundarstufe I leider viel zu selten gibt) erwachsen, bei denen man nach einem Beweisbediirfnis fragen kann.
Solche Beobachtungen sind ,,Entdeckungen® — ein Bereich, fiir den eine DGS ausgesprochen geeignet ist.
Besonders interessant kdnnte die Frage sein, ob es denn in der strengen Geometrie angeht, eine Aussage sozu-
sagen ,statistisch® (statt symbolisch) zu beweisen: Eine geometrische Aussage gilt in einer Vielzahl (!) von
beliebigen (!) Anordnungen der ,,Ausgangskonstellation®, also ist die Aussage allgemeingiiltig und gilt als
bewiesen (so Cinderella — hier etwas vereinfacht dargestellt). Dieser Bereich wird nicht weiter behandelt.

2.1.2 Geometrie-Schlagworter aus einem Lehrplan fiir die Grundschule

Um einen Uberblick dariiber zu bekommen, welche geometrischen Begriffe in der Schule vorkommen, soll
exemplarisch der Lehrplan von Baden-Wiirttemberg aus dem Jahr 1994 betrachtet werden. Er nennt in der
Primarstufe folgende Begriffe (im weiteren Sinn: Stichworte mit Geometrie-Bedeutung):

Anfangsunterricht, Klassen 1 und 2:

Vorspann:

Die Kinder gewinnen anhand von Situationen aus ihrer Umwelt geometrische Vorerfahrungen qualitativer Art,
die spéter in quantitative Aussagen {ibergehen. Auch der Geometrieunterricht erweitert die sprachliche Kom-
petenz.

Sie erwerben durch Tétigkeiten umfangreiche Handlungserfahrungen zu formenkundlichen Begriffsbildungen.
... Kindgemife Sprechweisen werden ... entwickelt.

An ... ebenen Figuren entdecken die Kinder Symmetrien und stellen achsensymmetrische Figuren her. Wesent-
lich fiir die ... Formerfahrung ist das freihdndige Nachzeichnen von Formen.

Schlagwéorter:

Vierecke, Dreiecke, Kreis erkennen, benennen und zeichnen.

Begrenzungsflichen von Koérpern erkennen.

Rechtecke, Quadrate.

Die Vielfalt der Formen (nicht nur die Spezialfille Rechteck, Quadrat, gleichseitige, gleichschenklige und
rechtwinklige Dreiecke) betrachten.

Flachige Ornamente aus geometrischen Grundformen zusammensetzen.

Achsensymmetrische ebene Figuren herstellen und in der Umwelt erkennen.

Klasse 3

Vorspann:

Einsatz von Zeichengeriten.

Symmetrische Figuren werden gezeichnet. Das Gitternetz ist dabei Orientierungshilfe.
Schlagwéorter:

Ecken, Kanten, Flachen.

Rechtecke, Quadrate, Dreiecke.

Spiegelsymmetrie.

Zeichnen mit Schablone.

Klasse 4

Vorspann:

Lineal und Zirkel. Symmetrie. Saubere Zeichnung.

Schlagwéorter:

Konstruieren von rechten Winkeln und Parallelen mit dem Geodreieck.
Sprechweise ,,ist parallel zu“ und ,,steht senkrecht auf™.

Kreis mit Durchmesser und Radius.

Drehsymmetrische Figuren zeichnen.



2.1.3 Zusammenfassung / Wertung

Begriffe im engeren Sinn sind unter den inhalt-orientierten Schlagwdrtern zunachst

e Grundelement-Namen, noch in umgangssprachlicher Form: Ecke, Kante und Flache.

e Figuren-Namen, schon abstrakt: Quadrat, Rechteck; Dreieck; Kreis mit Radius bzw. Durchmesser.
e Symmetrie als Spiegelsymmetrie bzw. Drehsymmetrie von Figuren.

2.2 Begriffe in der Sekundarstufe |

2.2.1 Aufzihlen von Vorspann und Schlagwortern aus dem Lehrplan

Der Lehrplan von Baden-Wiirttemberg aus dem Jahr 1994 nennt in Sekundarstufe I die hier zusammengefass-
ten Begriffe (wie oben im weiteren Sinn). Die Schuljahres-Angaben beziehen sich auf die Hauptschule. Stoff-
Ergénzungen fiir die Realschule bzw. das Gymnasium werden evtl. nicht der dortigen Klassenstufe entspre-
chend hier eingefiigt. Fiir die Sekundarstufe findet man eine ebenfalls nach Klassenstufen geordnete, teilweise
kiirzere, teilweise iiber das hier Dargestellte hinausfithrende Sammlung vorkommender Begriffe auch in HOL-
LAND [1], Seite 14 ff.

Klasse 5

Vorspann:

Handlungen als natiirlicher Zugang zu den grundlegenden Begriffen der Geometrie.

Schlagwaorter:

Geometrische Grunderfahrungen: Punkt, Strecke, Gerade, Halbgerade, parallel, senkrecht; Abstand.
Haus der Vierecke.

Klasse 6

Vorspann:

Einfihrung des Winkelbegriffs.

Schlagwéorter:

Kreis: Mittelpunkt, Radius, Durchmesser, Sehne, Bogen, Ausschnitt, Abschnitt.

Winkel: Winkelmessung, Winkelarten, Stufenwinkel, Wechselwinkel.

Achsenspiegelung, Drehung, Punktspiegelung, Schiebung, Deckungsgleichheit, Drehpunkt, Drehwinkel.

Klasse 7

Vorspann:

Mathematisches Argumentieren.

Schlagwaorter:

Grundkonstruktionen: Halbieren einer Strecke, Halbieren eines Winkels, Zeichnen einer Senkrechten zu
einer Geraden durch einen Punkt, Mittelsenkrechte, Winkelhalbierende,

Koordinatensystem (1. Quadrant).

Klasse 8

Vorspann:

Konstruieren mit Zirkel und Lineal.

Schlagworter:

Dreieckstypen, Konstruktion von Dreiecken, Winkelsumme, Umkreis, Hohe, Kongruenzsétze, Satz des Thales.
Viereckstypen, Konstruktion von Vierecken, Winkelsumme im Viereck.

Kreis und Gerade (Tangente, Tangentenkonstruktion).

Klasse 9

Vorspann:

Mathematisieren im Umfeld des Satzes von Pythagoras.
Schlagwérter:

Satz des Pythagoras. Berechnen von Streckenldngen.
Kreisbogen, Kreisausschnitt.

Zentrische Streckung, Strahlensétze.

Hohensatz, Kathetensatz.
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Klasse 10

Vorspann:

Trigonometrie.

Schlagwéorter:

Verhiltnisse von Seitenlédngen.

Winkelfunktionen am rechtwinkligen Dreieck und am Einheitskreis.

2.2.2 Zusammenfassung / Wertung

Begriffe im engeren Sinn sind von den inhaltsbezogenen Schlagwortern zunéchst:

e Grundelement-Namen abstrakt: Punkt, Strecke, Gerade, Halbgerade; Winkel und Winkelarten, Stufenwin-
kel, Wechselwinkel.

e Grundfiguren: Quadrat, Rechteck, Viereck, Dreieck, Kreis mit Radius und Durchmesser, Sehne, Bogen,
Ausschnitt, Abschnitt.

e Relationen: parallel, senkrecht.

e Messende Geometrie: Abstand bei Punkten und bei zueinander parallelen Geraden, Winkelmessung, Win-
kelsumme im Dreieck und im Viereck.

e Abbildungen: Achsenspiegelung, Drehung, Punktspiegelung, Schiebung, Deckungsgleichheit, Drehpunkt,
Drehwinkel; Zentrische Streckung.

e Grundkonstruktionen: Halbieren einer Strecke, Halbieren eines Winkels, Zeichnen einer Senkrechten zu
einer Geraden durch einen Punkt, Mittelsenkrechte, Winkelhalbierende. Kreis und Gerade: Tangentenkon-
struktion.

e Abgeleitete Elemente: Tangente, Umkreis, Hohe, Kongruenzsitze.

2.3 Art der Begriffsbildung und Verbindung zu DGS

2.3.1 Primarstufe

Das Vorgehen im Mathematikunterricht der Primarstufe ist stets handlungsorientiert. Es ist nicht das Ziel,
abstrakte Begriffe sofort zu definieren. Die Erarbeitung von Begriffen erfolgt vielmehr weitgehend analog zum
Spracherwerb in der Muttersprache durch Aufzeigen von Beispielen und Gegenbeispielen. Es schliefit sich
aber durchaus auch ein Argumentieren an, bei dem Eigenschaften aufgezahlt werden.

Dieser Grundiiberlegung entsprechend werden von den Begriffen im engeren Sinn Grundelement-Namen
zunéchst noch in umgangssprachlicher Form verwendet: Ecke, Kante, Fldche.

Figuren-Namen werden ebenfalls spracherwerbs-analog eingefiihrt, dann aber durchaus schon abstrakt mit
Eigenschaften verbunden: Viereck, insbesondere Quadrat, Rechteck — leider werden, auch wenn es im Lehrplan
anders steht, nur ganz selten andere Vierecke eingefiihrt; Dreieck; Kreis mit Radius bzw. Durchmesser.

Daher ist es vom Begriffs-Aspekt her kaum denkbar, mit DGS schon in der Primarstufe zu arbeiten. Die ein-

zige Grundfigur, die in DGS in der Terminologie der Primarstufe vorkommt, ist der Kreis.

Es ist aber durchaus denkbar, dass

» es Aspekte gibt, die ein DGS auch in der Primarstufe fiir Schiiler interessant macht (zum Beispiel das spie-
lerische Erzeugen von ,,allgemeinen® Vierecken — sofern spezielle Vierecke, insbesondere Rechtecke und
Quadrate — in beliebiger Lage — auch leicht erzeugt werden kdnnen);

» ein DGS vom Lehrer als Demonstrationsmittel bereits in der Primarstufe eingesetzt wird (und wenn es nur
zum Verdndern der Lage bzw. der Form von Vierecken ist).

2.3.2 Sekundarstufe I (Haupt- und Realschule, Gymnasium)

In der Sekundarstufe I werden — anders als in der Primarstufe — die Grundelement-Namen allméihlich abstrakt
verwendet: Punkt, Strecke, Gerade, Halbgerade. Die Fachsprache wird bei Winkel und Winkelarten, etwa bei
Stufenwinkeln und Wechselwinkeln, sofort verwendet.

Die Namen der Grundfiguren werden weiter abstrakt verwendet. Quadrat, Rechteck, Viereck, Dreieck, Kreis
mit Radius und Durchmesser kamen schon in der Primarstufe vor. Sehne, Bogen, Ausschnitt, Abschnitt kom-
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men neu hinzu. Vermehrt werden nun explizite Definitionen verwendet. Teilweise erfolgt dabei eine vollstan-
dige Beschreibung (,,Ein Quadrat ist ein Viereck mit vier gleich langen Seiten und vier rechten Winkeln®), oft
aber wird eine Obermenge (als bekannt vorausgesetzt) genannt und eine aussondernde Eigenschaft angegeben
(,,Ein Quadrat ist eine Raute mit einem rechten Winkel*).

Das gilt analog fiir Relationen parallel und senkrecht, fir die Abbildungen Achsenspiegelung, Drehung,
Punktspiegelung, Schiebung, Zentrische Streckung und fiir abgeleitete Begriffe wie z. B. Deckungsgleichheit,
Drehpunkt, Drehwinkel.

Grundkonstruktionen (Halbieren einer Strecke, Halbieren eines Winkels, Zeichnen einer Senkrechten zu
einer Geraden durch einen Punkt, Mittelsenkrechte, Winkelhalbierende) zielen zundchst auf elementare Zirkel-
und-Lineal-Konstruktionen. Hier kann ein DGS dann als anderes, ,,modernes” und auflerdem zugleich im-
mer genaues ,,Zeichenwerkzeug“ verwendet werden, wenn die betreffenden Konstruktionen entweder direkt
vorhanden sind oder den Schiilern als Makro zur Verfiigung gestellt werden kdnnen. Hierbei handelt es sich
also um den Konstruktions-Anteil eines DGS, der iiblicherweise weit einfacher zu handhaben (und damit
auch Schiilern zugénglich) ist als die meisten eingangs erwédhnten umfassenden Konstruktionsprogramme.
Dazu kommt noch der Preisunterschied dieser Programm-Typen.

Die Tangentenkonstruktion an den Kreis stellt zuerst die Frage nach dem Begriff der Tangente. Hier kann der
Dynamik-Anteil eines DGS zweifellos wirkungsvoll eingesetzt werden. Wir kommen darauf in 3.2.2 zuriick.

Die messende Geometrie (Abstand bei Punkten und bei zueinander parallelen Geraden, Winkelmessung, Win-
kelsumme im Dreieck und im Viereck) dokumentiert den empirischen Zugang in der Sekundarstufe I, wie er
schon bei BENDER-SCHREIBER und bei STRUVE beschrieben ist. Alle géngigen DGS enthalten Werkzeuge, die
es gestatten, Léngen und Winkel zu messen.

Der durch seine Anschaulichkeit iiberzeugende (und spiter dann auch oft zu Unrecht verabsolutierte und das
Beweisbediirfnis tiberdeckende) Aspekt einer dynamischen Darstellung ist sehr hoch! Dies wird noch verstarkt,
wenn man die in einem DGS vorhandene Berechnungen einsetzt. Man kann Langen und Winkel messen und
die Messergebnisse anzeigen lassen. Bei Variation der Figur im Zugmodus werden die Maf3e stets neu berech-
net. Man ,sieht” also z. B. nicht nur, dass die drei Mittellote von Dreiecksseiten einander in einem Punkt
schneiden. Man kann — an den Maflen — auch ablesen, dass dieser Schnittpunkt von den drei Dreieckseck-
punkten gleich weit entfernt ist.

Dazu kommt in den Lehrplénen schlieBlich ein Abbildungs-Anteil. Bei den DGS gibt es deshalb Abbildungs-
Werkzeuge. Sie dienen bei den Kongruenzabbildungen eher als Kurzkonstruktion, also als eine Art Makro. Bei
der Zentrischen Streckung dagegen ist der Dynamik-Anteil fast nicht zu unterdriicken. Hier kommt man in die
Problematik, dass eine Abbildung (so ist der mathematische Begriff definiert) eine Beziehung zwischen Aus-
gangslage und Endlage meint, dass mit einem DGS aber mit den ,,eingebauten* Abbildungen im mathemati-
schen Sinn jedem Punkt einer Figur in der Ausgangslage ein eindeutig entsprechender Punkt der Endlage zuge-
ordnet ist, dass andererseits aber auch ein kontinuierliches Uberfiihren aus der Ausgangslage in die Endlage
(bei Translation und Drehung, natiirlich nicht bei der Achsenspiegelung, aber wieder bei der zentrischen Stre-
ckung) als kontinuierliche Bewegung dargestellt werden kann. Hier ist ein Kinematik-Aspekt dabei, der be-
dacht werden muss.

Abgeleitete Elemente: Umkreis, Hohe.

In der Sekundarstufe I gibt es also etliche Begriffe im Lehrplan, die mit den in einem DGS implementierten
Begriffen tibereinstimmen. Dazu kommen noch die Grundkonstruktionen, die in einem DGS auch vorhanden
sind. Falls ein makrofahiges DGS (wie DynaGeo Euklid, noch nicht Cinerella) verwendet wird, kann der Leh-
rer iiber Makros eine Umgebung zur Verfiigung stellen, die noch mehr Méglichkeiten bietet. Im Einzelnen wird
in 3. darauf genauer eingegangen.

Offen bleibt bei dieser ersten Betrachtung, ob der Umgang mit einem DGS auch — der Denkweise der Schiiler
in der S I entsprechend — empirisch ist.

2.3.3 Ausblick auf die Sekundarstufe 11

Fiir die Sekundarstufe II soll nur ein Beispiel angegeben werden, das Querverbindungen zu DGS zulésst:

Ellipsen konnen verschieden eingefiihrt (definiert) werden, ndmlich
® als Kegelschnitte,
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® als orthogonal-affine Bilder eines Kreises oder
® mit Hilfe der Brennpunktsdefinition.

Die Brennpunktsdefinition ldsst sich dann auch auf Hyperbeln und — leicht modifiziert — auf Parabeln auswei-
ten. Dort kann man dann bei den Ellipsen und Hyperbeln statt der Abstdnde zu den Brennpunkten den Abstand
zu einem Brennpunkt und zu einem Leitkreis heranziehen. Bei der Parabel ist es sofort der Abstand von einer
Leitgeraden (siche auch LANGE und MEYER). Eine Verwandtschaft der Kegelschnitte ist mit einem DGS viel-
leicht dann zu erkennen, wenn es moglich ist, den Leitkreis in eine Leitgerade zu verwandeln. In den folgenden
Figuren sind U, V und F, fest. Z wird auf der Horizontalen bewegt. F ist der Mittelpunkt des Kreises durch U,
Vund F.

Brennpunkte und Leitkreis: Ellipse Brennpunkte und Leitkreis: Hyperbel

Schaut man eng auf die Begriffe, so muss man sagen, dass in der Sekundarstufe II die Grund-Begriffe der ebe-
nen Geometrie bereits zur Verfiigung stehen. Definitionen von Kurven kommen kaum noch vor — wenn man
nicht der Meinung ist, dass viele Kurven (die nicht Funktionsgraphen sind!) durch das DGS wieder in den
Schulkanon aufgenommen werden kdnnen / sollen / miissen. Gerade bei den Kegelschnitten spricht insgesamt
(nicht nur wegen des DGS) einiges dafiir, sie wieder intensiver in der Schule zu behandeln!

3.  Beispiele mit DynaGeo und Cinderella

3.1 Grundelemente

3.1.1 Punkte, Strecken

Von DynaGeo Euklid sind hier die ersten drei Schaltleisten angegeben. Fiir die Grundelemente ist insbesonde-
re die zweite Leiste fiir das Konstruieren von Bedeutung.

Hauptleiste:
EUKLID DynaGeo - [ KEINNAME.GEO ] - =] x|

Datei  Eearbeiten Zeichnen  Konstruieren  Abbilden Messen  Makro  Werschiedermes  Hilfe

BB eve J€e v 0K

Hauptleiste onstruieren ;| Abhilde Farm & Farbe Aessen & Rechnen
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Konstruieren:
EUKLID DynaGeo - [ KEINNAME.GED ] 18] x|

Datei Bearbeiten  Zeichnen  Konstruieren  Abbilden  Messen  Makro  Werschiedenes  Hilfe

i G R /7&//?&?%&@@ <

Hauptieiste  NseiEuVEREE Abbilden |, Form & Farbe

Abbilden:
EUKLID DynaGeo - [ KEINNAME.GED ] _ & x|

Datei  Eearbeiten Zeichnen  Konstruieren  Abbilden Messen  Makro  Werschiedermes  Hilfe

vdh S AP R

Hauptlsiste |, Konstruieren JRgeelsEN Form & Farbe

Cinderella hat eine umfangreichere Auswahl stets gleichzeitig zur Verfiigung. Bei jedem Icon erscheint, wenn
man es mit der Maus anféhrt (bei den Rechnern, mit denen ich Erfahrung habe: sehr langsam) eine Erklarung,
was nach dem Anklicken des Icons ausgefiihrt werden kann. Die Icons sind hier dargestellt:

HEE

Datej  Bearbeten E_igensu:hafteri‘ Geometrie  Anzichten Modi Format  Hilfe
= -
L

B (SRR R R e B e
A K O O @8 O AT A 24
NN Qe =25 ] Al Gl are| &) OB A

ol

I3

s

N

e
| 1
K

~al = 2] | =i A e B eve] e

F"D_gen'B're mit der Maus neue Punkte hinzu

Zeichenwerkzeuge:

Punkte konnen in DynaGeo

o mit der Maus frei gesetzt werden (was dem freien Zeichnen auf dem Zeichenblatt entspricht);

e iiber ihre Koordinaten definiert werden (was in der Schule erst spéter gebraucht wird);

e als Schnittpunkte zweier Linien (insbesondere Geraden und Kreise) eingefiihrt werden (es geniigt nicht,
dass man die Punkte sieht, man muss sie als Objekte fiir das Programm sozusagen mit dem Schnittpunkt-
Werkzeug ,.erzeugen®).

Punkte kdnnen mit Cinderella

frei gesetzt und, wenn es gewiinscht wird, dann an bestimmte Koordinaten gebunden werden. Die Nutzung ist —
fiir jemand, der schon klassisch mit Zirkel und Lineal konstruieren kann — weit weniger intuitiv als DynaGeo.
Die Wertung kann fiir Schiiler, die iiber keine Zirkel-Lineal-Erfahrung verfiigen, anders ausfallen! Die Kon-
struktion von Schnittpunkten von Geraden ist per Icon moglich, bei Kreisen und Strecken kann man einen
Punkt gezielt setzen.

Strecken konnen mit DynaGeo

o durch Anklicken der vorher schon vorhandenen Endpunkte (Anfangs- und Endpunkt genannt, aber in
vollkommen symmetrischer/gleichwertiger Bedeutung), was dem Verbinden zweier Punkte mit dem Lineal
entspricht,

e durch Anklicken eines (je neuen) Anfangs- und Endpunkts und

e durch Angabe der Streckenléinge, Zeichnen des Anfangspunktes (mit der Maus) und Festlegen der Rich-
tung der Strecke (wieder mit der Maus)

gezeichnet werden.
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Mit Cinderella kann man Strecken dadurch zeichnen (,;aufziehen®), dass man den Anfangspunkt anklickt, mit
gedriickter Maustaste zum Endpunkt fahrt und dort die Maustaste loslésst. Beim Ziehen der Maus wird in jeder
Zwischenlage auf dem Bildschirm die Verbindungsstrecke zwischen dem gewiéhlten Anfangspunkt und dem
aktuellen Maus-Punkt (der stets der ,,aktuelle, noch nicht notwendig der ,,endgiiltige* Endpunkt ist) angezeigt.
Ferner kann man Strecken als Teile von Geraden definieren. Vgl. dazu auch die Darstellung bei Geraden.

Zur Begriffsbildung:

Beim Begriff ,,Punkt“ allgemein erfolgt die Abstraktion zum Begriff Punkt in der Sekundarstufe I ausgehend
von ,,Ecke® und von ,,Schnittpunkt® aus der Primarstufe. Genau so, wie ein Punkt mit klassischem Zeichen-
werkzeug gezeichnet wird, kann er mit einem DGS mit der Maus ,,gesetzt werden. Hierbei trigt das DGS
praktisch nichts zur Begriffsbildung bei.

Etwas anderes ist es beim Ausgang von einem Schnittpunkt. Man zeichnet in der Primarstufe ja nie Punkte,
sondern Linien und ,,sieht” dass sie Schnittpunkte haben. Solche Schnittpunkte miissen definiert (DynaGeo)
oder gesetzt (Cinderella) werden. Nur aus der Tatsache, dass sich zwei Linien einander ,,nach Augenschein®
kreuzen, ist der Schnittpunkt nicht fiir das DGS vorhanden. Die beim Zeichnen dreidimensionaler Objekte (z.
B. ein Wiirfel-Schréigbild) bekannte Unterscheidung zwischen Deckpunkten von Linien, die keine Schnittpunk-
te der Linien im Raum sind, wird hier praktisch vorweggenommen. Auf das Bestimmen von Schnittpunkten
wird noch einmal beim Dynamik-Aspekt im Zusammenhang mit Strecken einzugehen sein.

Beim Begriff ,,Strecke” muss man verschiedene Aspekte betrachten:

» Abstraktion:

Einerseits wird ,,Strecke® aus ,,Kante* — genauer aus ,,Faltkante* abstrahiert. Der Anteil ,,geradlinig™ wird bei
einem DGS nicht gebraucht, er wird sozusagen ,,automatisch® vom Programm mit eingebracht. Da ohne DGS
aber mit dem Lineal gezeichnet wird, ist dieser Begriffs-Anteil auch beim Lineal-Konstruieren ,,im Werkzeug
versteckt — das wiirde keinen Unterschied zwischen klassischer Konstruktion und einem DGS bedeuten. Fiir
Schiiler ist eine Kante aber nicht zwangsldufig geradlinig (man denke an die Kanten an einem Zylinder, die
bereits aus der Grundschule bekannt sind), eine Strecke ist es aber. Der Ubergang ist also nicht nur eine Abs-
traktion, sondern eine Einschrankung der Menge der angesprochenen Objekte.

> Strecke als Teil einer Geraden:
Andererseits muss ,,Strecke” auch im Zusammenhang mit ,,Gerade® gesehen werden. Dies soll deshalb im
nachsten Abschnitt diskutiert werden.

» Implementierung in ein DGS:

Denkt man zunichst an das Zeichnen einer Strecke mit dem Lineal, so kann man auf zwei Arten vorgehen:

e Man zeichnet erst Anfangs- und Endpunkt, legt danach das Lineal entsprechend an und zeichnet die Ver-
bindungsstrecke zwischen den beiden Punkten. Diese Strecken sind dann Objekte, mit denen man weiter
arbeiten kann. So geht man mit DynaGeo vor.

e Man legt einfach das Lineal auf das Zeichenblatt und zeichnet lings der Linealkante eine Strecke (als be-
liebig langes Stiick einer Geraden). So kann man mit Cinderella Strecken zeichnen. Diese Strecken sind
dynamisierbar, man kann aber keine Schnittpunkte solcher Strecken definieren.

Fazit:

Beim Begriff Punkt wird mit einem DGS beim Zeichnen einzelner Punkte praktisch gleich wie auf dem Papier
gearbeitet. Schnittpunkte miissen eigens definiert werden (sofern das moglich ist). Der Aspekt der Geradli-
nigkeit einer Strecke wird von einem DGS nicht deutlich gemacht.

3.1.2 Halbgeraden, Geraden

Schon beim Begriff ,,Strecke® ist auf ,,geradlinige Kante* verwiesen worden. Klassisch gibt es drei Zuginge
(Handlungen — also nicht die vorgestellte kraftefreie Bewegung von realen Objekten auf einer Geraden, vgl.
dazu BENDER/SCHREIBER) zum Phénomen, geradlinig zu sein, die dann schlielich zu Begriffen fiihren:

e Faltkante eines gefalteten Blatts Papier;
e gespannter Faden;
e Visier-Linie / Lichtstrahl.
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Die Faltkante fiihrt durch Abstraktion zur ,,Strecke* — und im Kopf dann schlieBlich durch die Uberlegung,
dass das Papier beliebig ausgedehnt sein kdnnte, zur ,,Geraden®. Hier kommt zur Abstraktion noch die Idee der
Komplettierung hinzu (vgl. HOLLAND [1], S. 171f.)! Alternativ kommt man zur Geraden durch das iiberlap-
pende Aneinanderfiigen von Strecken — genau so, wie man auf dem Papier Strecken zeichnet, die ldnger als das
zur Verfligung stehende Lineal sind.

Analog ist beim gespannten Faden zu argumentieren. Zunichst kommt man zur ,,Strecke®, indem man von der
Fadendicke und einem eventuell schwerkraftbedingten Durchhéngen abstrahiert, durch iiberlappendes Anei-
nanderfiigen dann gedanklich, aber nicht mehr real, zur ,,Geraden®.

Beide Ansitze, das ist der entscheidende Aspekt dieser beiden Zuginge, bleiben zunédchst — solange man an-
schaulich arbeitet — im Endlichen. Die Visier-Linie fiihrt dagegen schon in der anschaulichen Vorstellung so-
fort zur ,,Halbgeraden®, zum ,,Strahl“ (ein Begriff, der in der Geometrie absolut entbehrlich ist, der aber an die
handlungsorientierte Einfiihrung erinnert.

Mit DynaGeo kann man zwei Punkte zeichnen und die Gerade durch diese beiden Punkte festlegen. Man kann
diese beiden Punkte schon vorher haben oder im Moment des Geraden-Zeichnens mit der Maus festlegen. Ent-
sprechend konstruiert man eine Halbgerade (mit dem zuerst gezeichneten Punkt bzw. dem zuerst festgelegten
Punkt als Anfangspunkt) bzw. beides ist eine klassisch-statische Auffassung.

Bei Cinderella legt man — so beim Zeichnen mit Zirkel und Lineal eigentlich nicht iiblich — einen ersten Punkt
einer Geraden fest (Mausklick) und zieht dann bei gedriickter Maustaste (ohne nachzudenken, sieche néchsten
Punkt: geradlinig) in eine Richtung (dann ist auf der Geraden nur ein Punkt markiert) oder zu einem zweiten
Punkt. Welche Art man zeichnet, muss man vorher festlegen. Beides ist gewissermaflen ein dynamischer Gera-
den-Begriff, in dem die Gerade durch zwei Punkte oder durch einen Punkt und eine Richtung festgelegt ist.

Strecken kann man in Cinderella auch nachtréglich als Teile einer Geraden festlegen. Sichtbar ist dann nur die
Strecke mit ihren Endpunkten. Fiir die Schnittpunkt-Festlegung (die dann mdglich ist) werden aber stets die
ganzen Geraden herangezogen. Es gibt aulerdem die Moglichkeit, als reine grafische Elemente ,,Pfeile ohne
Spitze*“, also Strecken, direkt zu zeichnen, indem man den Anfangspunkt bei gedriickter Maustaste auf den
Endpunkt zieht. Man kann rein grafisch auch Schnittpunkte zeichnen. Diese werden dann aber — im Gegensatz
zu den Strecken selbst — beim dynamischen Verdndern nicht mit dynamisiert.

Die Strecke ist bei Cinderella also eine abgeschnittene Gerade oder ein nur grafisches Objekt mit weit einge-
schriankten Dynamik-Funktionen. Genetisch ist die Gerade — siehe oben — meist durch iiberlappendes Aneinan-
derfiigen von Strecken entstanden.

Hier ist in der Begrifflichkeit sicher ein Unterschied zwischen Lineal-Zeichnen und DGS-Zeichnen. Dennoch
ist klar, dass es die (unendlich ausgedehnten) Geraden nur in unseren (zweifellos endlichen) K&pfen gibt.
Zeichnen kann man (gemeint ist zundchst) mit einem Lineal nur Strecken (die aber ladnger als das Lineal sein
konnen). Das fiihrt bei Schiilern oft zu einer unbewussten Identifizierung der Begriffe Strecke, Halbgerade und
Gerade.

Mit dem DGS (die Erfahrung beruht auf dem Einsatz von DynaGeo in einer 6. Klasse Hauptschule) muss man
vor dem Anklicken des Icons entscheiden, was man zeichnen will. Das DGS macht stets etwas, das manche
Lehrer als methodisches Hilfsmittel schon frither manchmal eingesetzt haben: Es wird genau das gemacht, was
die Schiiler anweisen, nicht etwa das, was sie vermutlich meinen. Wenn sie ,,Strecke anklicken, wird eine
Strecke gezeichnet und wenn sie ,,Gerade* anklicken, wird eine Gerde gezeichnet — aber natiirlich wie auch auf
dem Zeichenblatt nur ein endliches Stiick davon. Dies ist fiir Schiiler zunichst einmal beeindruckend und fiihrt
dazu, dass sie dariiber nachdenken, welches Icon sie anklicken wollen.

Das DGS DynaGeo macht es aber noch anders mdglich, den Unterschied offensichtlich zu machen:

e Man zeichnet zwei Strecken, die (offensichtlich) einen Schnittpunkt haben. Dieser Punkt wird als Schnitt-
punkt definiert. Eine der Strecken wird dann so bewegt, dass zwar noch die Tragergeraden auf dem Bild-
schirm (Zeichenblatt) einen Schnittpunkt hétten, nicht aber die Strecken. Der vorher festgelegte Schnitt-
punkt wird fiir eine solche Lage der Strecken aber nicht mehr angezeigt.

o Auf etwas hoherer Ebene iiberlegt man: Der Satz ,.Die drei Hohen eines Dreiecks schneiden einander in
einem Punkt® gilt fiir spitzwinklige Dreiecke, wenn die Dreiecksseiten und die Hohen Strecken sind. Diese
Deutung ist naheliegend, weil die Seiten und die Hohen fiir Konstruktionen ja oft eine Linge zugewiesen
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bekommen: Es miissen Strecken sein. Der Grenzfall des rechtwinkligen Dreiecks ist uninteressant, weil der
Hohenschnittpunkt dort in den Scheitel des rechten Winkels wandert — und die Formulierung ,,wandert*
lasst sofort an den Zugmodus eines DGS denken. Fiir stumpfwinklige Dreiecke liegt nur eine Hohe als
Strecke im Dreieck. Interessant ist, dass die Lote auf Strecken aber automatisch Lote auf die Tragergeraden
sind!

Fazit:

Die Begriffe Halbgerade und Gerade werden von einem DGS klassisch aufgenommen. Beim Zeichnen — auch
zusammen mit den Strecken — zwingt das DGS die Schiiler oft, genau differenzierend zu iiberlegen bzw. bei
der Konstruktion genau hinzusehen. Die prézise Unterscheidung der DGS fiihrt zu einer bewussten Unterschei-
dung der Begriffe auch im aktiven Sprachgebrauch: Aktiver Sprachgebrauch sind auch ,,Konstruktionsanwei-
sungen‘ zumindest fiir Mitschiiler.

Insgesamt handelt es sich hier aber um Prézisierungen, die durch den Computer (der ,,Software-Anteil von
DGS) bedingt wird. Die Maschine arbeitet exakt nach Anweisungen (und nur nach exakten Anweisungen).

Hier ist bei Cinderella fiir Schiiler sicher eine Problematik enthalten, weil der Begriff der Strecke, will man die
Dynamik nutzen, nur eingeschriankt umgesetzt ist.

3.1.3 Senkrecht und parallel
» Senkrecht:

Der Begriff ,,senkrecht® ist eng gekoppelt an den ,,rechten Winkel, der schon in der Grundschule als ,,Faltwin-
kel eingefiihrt wird. Damit stehen Strecken oder Geraden dann aufeinander senkrecht, wenn sie sich recht-
winklig schneiden — sie miissen sich also tatséchlich schneiden. Schon in der zur ebenen Geometrie fithrenden
Realitdt muss man den Begriff ,,senkrecht* ausweiten. Nicht nur zwei aneinander stoende Leisten eines Bil-
derrahmens sind zueinander senkrecht, sondern auch eine (richtig ausgewéhlte) Kante des Passepartout und
eine Leiste (und die andere Kante des Passepartout fiihrt vielleicht mit der gleichen Leiste zum Parallel-
Begriff).

Hinweise:

Hilfreich wére der meist nicht verwendete Begriff der ,,Richtung®. Zum Aufeinander-senkrecht- stehen hitte
man ,,zueinander senkrechte Richtungen®, die ,,zueinander normal“ (an der Schule selten) sind. Es entstehen
,Normale“ (wieder hiufiger) (vgl. ARNOLD).

Bei der Einfiihrung der Parallelitit hétte man dann einfach eine einzige Richtung: Zwei Geraden (Strecken,
Halbgeraden) sind zueinander parallel, wenn sie die gleiche Richtung haben.

In der Raumgeometrie kann man auf dieser Uberlegung aufbauen, wenn man zueinander windschiefen Geraden
einen Winkel (,,Schnitt“~-Winkel ist ja nicht passend) zuordnen will.

In einem DGS kann man Normalen zeichnen. Normale sind im DGS Geraden (vgl. aber die Uberlegungen zu
Hohen im Dreieck). DynaGeo erlaubt es, eine Normale zu einer Strecke zu zeichnen (auch dann, wenn der
Schnittpunkt in der Ausgangslage, in der konstruiert wird, nicht existiert), wahrend Cinderella auch hier wieder
nur Geraden zuldsst. Verdndert man die Strecke dynamisch so, dass der Schnittpunkt existiert, wird er von
DynaGeo auch angezeigt. Man kann — im Sinne der klassischen Grundkonstruktionen — sowohl Lote errichten
als auch Lote féllen. In beiden DGS sind Normalen Geraden mit einem Punkt und einer Richtung (senkrecht
auf der Bezugslinie).

Zur Begriffsbildung trigt ein DGS insgesamt wenig bei — der Begriff muss schon vorher da sein, er wird
durch das DGS aber auch nicht wesentlich eingeschrénkt oder modifiziert. Der Begriffsumfang kann aber mit
einem DGS ausgeweitet werden, wenn man, wie oben dargestellt, dynamisch arbeitet und den Punkt, durch den
die Normale geht, verschiebt. Keine Ausweitung erfihrt man (mit DynaGeo), wenn man den Punkt auf einer
Strecke nimmt (Lot errichten). Fallt man aber von einem Punkt auflerhalb das Lot, dann kann dieses Lot auch
auf eine Strecke konstruiert werden. Man kann den Schnittpunkt mit dem entsprechenden Werkzeug definieren.
Wenn der Schnittpunkt real existiert, sieht man ihn dann auch. Wenn man den ,,Aufpunkt® aber so bewegt, dass
die Normale die Strecke nicht mehr trifft, dann ,,verschwindet™ der Schnittpunkt — die Strecke und die Normale
(stets eine Gerade) sind aber noch immer zueinander orthogonal.
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Die in der traditionellen Konstruktions-Sprechweise (unnotigerweise, da von der Sache her nicht begriindet)
vorgenommene Unterscheidung zwischen ,,Lot fillen* und ,,Lot errichten ist mit beiden DGS nicht von Be-
deutung.

> Parallel:

Anschaulich gibt es mindestens drei ,,Parallel“-Definitionen: Zwei Geraden sind in der Ebene zueinander paral-
lel, wenn sie

e keinen Schnittpunkt haben (oder identisch sind, zusammenfallen),

e {iberall gleichen Abstand haben oder

e ¢in Gemeinlot haben.

Die ersten beiden hier genannten Erklédrungen haben den Nachteil, dass sie nicht empirisch kontrolliert werden
konnen. Ein DGS macht zumindest die erste Erklidrung aber plausibel. Der Schnittpunkt zweier sich einander
schneidender Geraden ,,wandert®, dreht man eine der Geraden um einen fest bleibenden Punkt, in der einen
Richtung aus dem Bildschirm (dem Zeichenblatt) hinaus und kommt aus der Gegenrichtung wieder herein.
Dazwischen muss es doch eine Lage geben, in der er ,,weder links noch rechts® sein kann (punktfremd), also
nicht existiert.

Hinweis: Studierende argumentieren an der Stelle oft ,,Es muss beides sein®, und sie sind nur durch den Hin-
weis, dass zwei voneinander verschiedene Punkte eindeutig eine Verbindungsgerade bestimmen, dazu zu brin-
gen, dass man diese beiden Punkte dann sozusagen (in einer Art ,,Klassenbildung®) identifizieren muss. Man ist
an der Schwelle zur Projektiven Geometrie (und Cinderella ist im Sinne der Projektiven Geometrie tatsdchlich
iiber homogene Koordinaten programmiert).

Eine andere Frage ist, wie man die Parallele zu einer Geraden g durch einen Punkt P konstruiert. Hier zeigt sich
schon in der Zirkel-und-Lineal-Geometrie der Unterschied zwischen den Definitionen deutlich. Mit einem
DGS wird aber zum Zeichnen nicht auf eine der Definitionen zuriickgegriffen, weil das Werkzeug ,,Parallele”
eingesetzt wird. Auch Hilfsiiberlegungen wie etwa zum Konstruieren einer Parallelen zur Geraden g durch
einen aufBlerhalb liegenden Punkt P mit Hilfe einer Rauten-Konstruktion (und damit der Rauten-Eigenschaft,
dass Gegenseiten als Strecken zueinander parallel sind) sind hierbei véllig tiberfliissig.

Fazit:

Der ,,Dynamisch“-Anteil des DGS hilft bei der Ausweitung des Normalen-Begriffs. Auch beim Parallelen-
Begriff kann man géngige Sprechweisen wie ,,zueinander parallele Geraden schneiden einander im Unendli-
chen dadurch plausibel machen, dass man eine Gerade g fest lasst und eine zweite Gerade h dynamisch um
einen Punkt P auf h, aber auflerhalb von g, dreht (Geradenbiischel mit Tragerpunkt P). Hier kann man das Dre-
hen auf dem Bildschirm bei Cinderella sogar ,,automatisch* ablaufen lassen.

3.2 Kreis

3.2.1 Kreis-Definitionen

Kreise kommen an Gegenstéinden des Alltags vor. Der Begriff wird also sowohl umgangssprachlich als auch
fachsprachlich verwendet. In Klasse 2 wird ,,Kreis* in gewisser Weise synonym zu ,,rund* verwendet. Erst in
Klasse 4 kommt der Radius bzw. der Durchmesser dazu. Ebenso folgt die Konstruktionsvorschrift mit dem
Zirkel. Diese (klassische) Definition fiihrt — je nach Betrachtungsweise — auf zwei Kreis-Definitionen:

» Ein Kreis ist der Ort aller Punkte einer Ebene, die vom Mittelpunkt M den gleichen Abstand r haben. Der
Radius r (und damit auch der Durchmesser d = 2 - r) ist bei dieser Erklarung — zusammen mit dem Mittel-
punkt M — kennzeichnend fiir einen Kreis (als Linie). Fordert man, dass der Abstand < r ist, kommt man
analog zur Kreisscheibe (Fliche). Dies ist jeweils eine statische Definition.

» Ein Kreis ist in der Ebene die Bahn des Endpunkts P einer Strecke der Lénge r bei Rotation um den ande-
ren Endpunkt M. Dies ist eine dynamische Definition einer Kreislinie. Nimmt man alle Bahnen aller Punk-
te dieser Strecke, kommt man zur Kreisscheibe.
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Z1 ist erster Zugpun
ist zweiter ZugpL

Die erste, statische Erkldrung verfiihrt zur Ver-
wechslung einer Eigenschaft, die ein Kreis hat, mit
einer kennzeichnenden Eigenschaft (einer zur schon
bekannten dquivalenten Definition): Der Kreis hat in
jeder Richtung die gleiche ,Dicke“. Diese Uberle-
gung kann in der Sekundarstufe I mit Hilfe eines
DGS deutlich gemacht werden. Die Figur rechts in
DynaGeo ist ein Beispiel dafiir: Es liegt ein gleich-
seitiges Dreieck mit angesetztem Kreisbogen, ein
,Gleichdick® vor. Weil die Drehpunkte wechseln,
hilft eine Animation in Cinderella nicht weiter.

[rangente_1

Tangente_2

Beriihrbdgen_1

g Drehpunkt_2

z1
jv/

Drehpunkt_1

Beriihrbogen_2

Man geht (hier nur in Gedanken) von der oberen Ausgangslage des dick gezeichneten Dreiecks samt den drei
Kreisbogen aus. Z1 ist der erste Zugpunkt, der auf dem Beriihrbogen 1 bis zum Drehpunkt 2 laufen kann.
Drehpunkt dieser Drehung ist Drehpunkt 1. Eingezeichnet ist eine Zwischenlage, das zugehorige Dreieck ist
vertikal schraffiert. Hat man die Endlage dieser Drehung erreicht (eingezeichnet mit einem horizontal schraf-
fierten Dreieck), wechselt man zu dem eingezeichneten Zugpunkt Z2, der auf dem Beriihrbogen 2 14uft, und
dreht das Gleichdick wieder (mit Drehpunkt 2 als Drehpunkt) in die Ausgangslage. Die beiden vertikalen Pa-
rallelen belegen, dass das Gleichdick stets genau zwischen diesen beiden Parallelen liegt, also seinen Namen zu
Recht tragt.

Nun zur Kreis-Konstruktion mit DGS:

Mit DynaGeo zeichnet man einen Kreis um einen Mittelpunkt durch einen zweiten Punkt oder um einen Mit-
telpunkt mit einem vorher eingegebenen Radius. Das entspricht genau der Zirkel-Anwendung. Beim Dynami-
sieren kann man jeden der beiden Punkte (unabhingig voneinander) variieren oder den Mittelpunkt bei kon-
stant bleibendem Radius veréndern.

In Cinderella fallt auf, dass drei Kreis-Definitionen vorliegen:

e Kreis mit Mittelpunkt und Kreispunkt durch Aufziehen:
Beim so definierten Kreis kann man im Bewegungsmodus den Mittelpunkt verschieben. Der Peripherie-
punkt bleibt fest, der Radius &ndert sich. Man kann aber auch den Peripheriepunkt verschieben. Der Mit-
telpunkt bleibt fest, der Radius dndert sich.

e Kreis mit Mittelpunkt durch Aufziehen:
Beim so definierten Kreis kann man im Bewegungsmodus den Mittelpunkt verschieben. Der Radius bleibt
dann fest. Man kann aber auch irgendeinen (nicht gekennzeichneten!) Peripheriepunkt anwahlen und ver-
schieben. Der Mittelpunkt bleibt dann fest, der Radius dndert sich.

e Kreis mit vorgegebenem festen Radius:
Beim so definierten Kreis kann man im Bewegungsmodus den Mittelpunkt verschieben. Der Radius bleibt
dabei fest.

Die Unterscheidung ist insbesondere beim Dynamisieren von Bedeutung. Fiir die Bildung des Kreis-Begriffs
scheint dies nicht bedeutsam zu sein.

3.2.2 Tangenten-Definitionen

Eine Tangente hat mit dem Kreis — anschaulich geometrisch gesprochen — genau einen Punkt gemeinsam.

Diese Grundeigenschaft ist nur eine anschaulich-geometrische Definition zur ersten Einfithrung! Spéter — nicht

mehr beim Kreis — muss noch

e auf Besonderheiten algebraischer Zéhlung, die auf zwei oder gar mehrere, aber jeweils zusammenfallende
Punkte fiihrt und

e auf die Tatsache, dass man nur eine Umgebung des Beriihrpunkts betrachtet,

hingewiesen werden.

Dennoch sollte schon bei der ersten Einfilhrung des Tangenten-Begriffs — und das ist in der Sekundarstufe I
beim Kreis, lange vor der Differentialrechnung — auf die Grundeigenschaft hingearbeitet werden. Das ist das
Ziel — wenn es erreichbar ist. Eine andere Frage ist es dann, wie man diese so erklarte Tangente konstruiert.
Man braucht ,,zum Zeichnen* auch noch eine Konstruktionsvorschrift.
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Eine Tangenten-Konstruktion per Mausklick ist in beiden betrachteten DGS nicht implementiert. Mit einem
DGS kann man jedoch leicht auf zwei verschiedene, wohldefinierte (sonst gibt es natiirlich beliebig viele) Ar-
ten zu einer Tangente kommen. Bei beiden Arten hat man Fille mit zwei verschiedenen Schnittpunkten einer
Geraden mit einem Kreis, zwei Fille mit offensichtlich zusammenfallenden Schnittpunkten und schlieBlich
keinem (reellen) Schnittpunkt. Die Uberginge zwischen den genannten drei Klassen sind wohl definiert und
deshalb {iibersichtlich. AuBerdem erhdlt man damit gleichzeitig verschiedene Konstruktionsvorschriften bzw.
Eigenschaften einer Kreistangente.

» Kreistangente als Grenzlage zueinander paralleler Geraden (aus einem Parallelenbiischel):
Aus der Symmetrie der Anordnung ist zu erkennen: Die Mittellote der ausgeschnittenen Kreissehnen liegen alle

auf der gleichen Geraden, der Symmetrieachse, die durch den Kreismittelpunkt geht. Daher ist die Tangente
das Lot auf dieser Symmetrieachse in ihrem Schnittpunkt (es gibt 2) mit dem Kreis.

Passante
Tangente
Sekante
L
Z
[ ]
M Zentrale r
g ist senkrechtzu b,
E lauft auf b: Parallelen
DynaGeo Cinderella

» Kreistangente als Grenzlage eines Geradenbiischels mit Tragerpunkt auf dem Kreis:

Zu jeder Geraden des Geradenbiischels mit Trégerpunkt P auf
dem Kreis wird auBler dem Durchmesser (PQ) durch P die
Verbindung des 2. Schnittpunkts S einer Biischelgraden g mit
Q (sowie die ,,Mittelparallele® parallel zu (QS) ) eingezeich-
net.

Zist Zugpunkt "

Z ist der Zugpunkt, der nur auf dem gestichelt einge-
zeichneten Kreis um P bewegt werden kann. Mit Z &ndert
sich dann die Gerade g = (PZ).

Mit dem Satz von THALES (rechter Winkel bei S; auch die
Figur zum Strahlensatz ist erkennbar) folgt die Orthogonalitat
von g zu (QS). Wandert nun S nach P, so wird (in der Grenz-
lage) g zur Tangente in P und (QS) wird in dieser Grenzlage
zu QP. Also gilt:

Die Tangente in einem Kreispunkt P ist orthogonal zum zugehorigen Beriihrdurchmesser (bzw. zum
Bertihrradius).

Hier sollen als Ausblick noch zwei weitere, durchaus auch wohl definierte Arten angegeben werden, wie man
die Lage von Geraden verdndern und dabei darauf achten kann, ob sie einen gegebenen Kreis beriihren.

» Kreistangente als Grenzlage eines Geradenbiischels mit Tragerpunkt auBerhalb des Kreises:

Interessant ist die Uberlegung, was passiert, wenn der Trigerpunkt P des Geradenbiischels auBerhalb des Krei-
ses liegt. Dies ist unten links mit Cinderella dargestellt. S2 lduft (in Cinderella automatisch) auf dem Kreis als
HStrafle®.
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NT

Mormale

Wiie kann man begrinden, was man bei der Bewegung beobachtet?

M
*

57 gekanteiTangente H

L ]

52 soll aufdem Kreis laufen.

B kann auf dem kleinen Kreis "von Hand" bewegt werden

» Kreistangente, die auch Tangente an einen zweiten Kreis ist:

Eine Variation ist es, wenn die sich schneidenden Geraden nicht alle durch einen Punkt aullerhalb des Kreises
gehen, sondern selbst wieder Tangenten an einen anderen Kreis sind. Hier ist nur der Aspekt ,,Kreistangente®
im Blickfeld. Es sei vermerkt, dass es nur ein kleiner Schritt zum Problem ist, die gemeinsamen Tangenten an
zwei Kreise zu finden. In der rechten letzten Figur wandert B mit der Tangente an den kleinen Kreis auf dem
kleinen Kreis. In Analogie zur vorigen Zeichnung wird die Parallele zur Tangente durch den Mittelpunkt A
(,,Sekante/Tangente) mit bewegt. Es ist offensichtlich, dass sich diese Parallele beziiglich der beiden diinner
gezeichneten Parallelkreise um M genau so bewegt wie in der Figur weiter oben links — damit ist die Konstruk-
tion der gemeinsamen Tangenten an zwei Kreise gefunden.

Fazit:

Mit einem DGS kann man beim Tangentenbegriff eine Koppelung zwischen der anschaulichen Definition ,,die
Tangente hat einen Punkt mit dem Kreis (allgemein: in der Umgebung des Punktes mit der Kurve) gemein-
sam®, der ,,Zusammenfallen-Idee” und mehreren Konstruktionsvorschriften Querverbindungen aufzeigen. Da
man Konstruktionsvorschriften unbedingt braucht, hilft ein DGS hier sicher.

3.3 Vierecke

3.3.1 Definitionen und Zusammenhinge

Fiir die Definitionen der verschiedenen Vierecksarten kann ein
DGS nicht allzu viel beitragen.

Um Zusammenhénge aufzuzeigen, wie sie gewdhnlich im ,,Haus
der Vierecke® (in welchem?) dargestellt werden, kann man mogli-
cherweise die Abbildungs-Moglichkeiten eines DGS heranziehen.

In der Figur rechts wird ein ,,Duplikat* des Parallelogramms
ABCD um den Mittelpunkt der Diagonalen gedreht. Zugpunkt ist
Z. Rechts ist eine ,,Zwischenlage dargestellt. Man erkennt so an
diesem Beispiel, dass man Z auf A drehen kann und so eine Deck-
abbildung des Parallelogramms erfolgt.

Entsprechend kann man nach Symmetrien bei allen Vierecken suchen, die man im ,,Haus der Vierecke* zu-
sammengefasst hat. Wenn Schiiler selbst konstruieren, ist der Nutzen sicher hdher als bei reiner Demonstration.

3.3.2 Variationen

Variation hilft z. B. bei iiberschlagenden Vierecken. Die folgende Figuren-Folge soll die Dynamik nahe brin-
gen. Gezeichnet ist ein Viereck ABCD derart, dass A auf dem eingezeichneten Kreis bewegt werden kann. B

und C sind feste Punkte. Es ist dafiir gesorgt, dass die Léngen der Strecken AD und CD konstant bleiben.
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Hier sind die MaBle so gewihlt, dass A den ganzen Kreis durchlaufen kann. Es gibt auch Malfle, bei denen A nur
einen Kreisbogen durchlaufen kann — die Bedingungen dafiir kénnen gefunden werden!

Hier ist aber der Bereich ,,Begriffe* eigentlich schon verlassen. Man ist beim Variieren, entdeckendem Lernen,
Sitze suchen (Wie miissen die Seitenldngen beschaffen sein, damit es ein iiberschlagendes Viereck gibt?).

3.4 Winkel

3.4.1 Winkel-Definitionen

Der Winkelbegriff ist bekanntlich sehr vielfaltig.

e Geht man vom klassischen Zeichnen aus, so bilden zwei von einem Punkt ausgehende Halbgeraden einen
(zwei?) Winkel.

e Als Grundkonstruktion muss man einen Winkel, der an einer Stelle gezeichnet vorliegt, an einer Halbgera-
den in deren Endpunkt in eine Halbebene eindeutig abtragen konnen. Der Winkel ist dann durch seine bei-
den Schenkel bestimmt.

e Statt des gezeichneten Winkels kann beim zweiten Ansatz auch ein Winkelmal} gegeben sein. Man muss
dann einen Winkel bekannter GroBe abtragen.

e Aufdie Problematik ,,Winkelfeld” und ,,orientierter Winkel* sei nur hingewiesen.

In DynaGeo kann man Winkel an Strecken, Halbgeraden und Geraden in einem Punkt abtragen. Die Orientie-
rung kann gewéhlt werden.

In Cinderella werden Winkel bestimmter Grofle in einem Punkt an eine Gerade abgetragen. Die Orientierung
kann nicht frei gewéhlt werden.

Zum Winkelbegriff trigt ein DGS nicht direkt bei. Unterschiede werden aber bei den implementierten Kon-
struktionsmoglichkeiten deutlich. Fiir beide Programme gilt, dass man erst eine Winkelgrofe eingeben muss
und dass beide Winkelschenkel Geraden sind. Mit DynaGeo kann man dann einen Punkt (auf dem Winkel-
schenkel), den Winkelscheitel und die Halbebene, in die der Winkel gezeichnet werden soll, mit der Maus fest-
legen. In Cinderella kann man die Gerade festlegen, von der aus der Winkel gemessen wird, und man kann den
Scheitel, den man mit dem Festlegen der Geraden konstruiert, auf einen beliebigen anderen Punkt der Geraden
schieben. Eine Festlegung der Halbebene ist dagegen nicht moglich. Der Winkel wird stets gegen den Uhrzei-
gersinn angetragen.

3.4.2 Abgeleitete Winkelbegriffe

In der Schule kommen insbesondere Scheitelwinkel. Stufenwinkel und Wechselwinkel vor.
Fiir die Begriffsbildung tragen beide hier betrachteten DGS-Versionen kaum bei.

3.5 Hohen in einem Dreieck

3.5.1 Strecken oder Geraden

Beim Besprechen des Begriffs Normale wurde darauf hingewiesen, dass Normale in den hier beriicksichtigten
DGS Geraden sind.
Will man den Hohenschnittpunkt in einem Dreieck konstruieren, stellen sich folgende Fragen:
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» Sind Dreiecksseiten Strecken oder Geraden?
» Sind Dreieckshohen Strecken oder Geraden?

Mit DynaGeo kann man die Variationen

e Dreiecksseiten und Hohen sind Strecken

e Dreiecksseiten sind Strecken, Hoéhen sind Geraden
e Hohen sind Strecken, Dreiecksseiten sind Geraden
e Dreiecksseiten und Hohen sind Geraden
unterscheiden.

Hohenschnittpunkt
Drelocksseiten sind Strecken

Hohenschnittpunkt
Dreiecksseiten sind Geraden
Hohen sind Strecken

Hahenschnittpunkt
Hohen sind Strecken Dresicksseiten sind Geraden

Hohen sind Geraden

3.5.2 Der Neunpunktekreis (Feuerbach-Kreis)

In Cinderella ist der Feuerbachkreis leicht zu konstruieren, wenn man alle Seiten und Hohen als Geraden defi-
niert. Hier ist besonders die Dynamik eindrucksvoll. Der Vergleich mit dem Umkreis eines Dreiecks hilft als
Einstiegsidee flir die Konstruktion weniger, l4sst aber schon eine Vermutung aufkommen. Der Vergleich mit
dem Inkreis eines Dreiecks bestétigt die Vermutung und fiihrt zur Konstruktion, deren Ergebnis — in den Vari-
anten — hier dargestellt ist.
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Fiir einen klassischen Zugang vgl. MEYER.

3.6 Kegelschnitte

3.6.1 Definition mit Abstand von einem Punkt und von einer Linie

Bereits in 1.3.2 wurde auf die verschiedenen Definitionen von Kegelschnitten hingewiesen. Mathematisch geht
es dann zunichst insbesondere um die Aquivalenz der verschiedenen Definitionen. Will man ein DGS ein-
setzen, kann auch wichtig sein, ob sich eine Definition besser oder schlechter (oder gar nicht) mit dem DGS
umsetzen ldsst.

Bei einer Ellipse gilt:

e Die Orthogonale Affinitét ist in einem DGS {iblicherweise nicht implementiert.

e Die Brennpunksdefinition ldsst sich meist leicht umsetzen. Zum Verstindnis trdgt dieses Umsetzen nicht
viel bei.

e Die Abstandsdefinition iiber den Leitkreis ist umsetzbar.
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P kann variiert werden

P, Re und F2 sind heweglich

P lauft zwischen Li und Re und erzeuat die Ellipsgf

DynaGeo Cinderella

Bei der Hyperbel gilt:

P, Re und F2 sind beyweglich

e Sowohl die Brennpunkts- als auch die Abstands-
definition sind mit DGS umsetzbar. Die Affini-
tits-Definition hat hier kaum Bedeutung. In der
Figur rechts ist die Brennpunktsdefinition in Cin-
derella realisiert. Die Strecke LiRe hat die Lange

2a. PLi ist der Radius des Kreises um F1, PRe
der des Kreises um F2. Die Kreise schneiden sich
in H und K. Das Programm zeichnet die Ortskurve
von H, wenn sich P auf der Geraden a bewegt.

Bei der Parabel gllt P 1&uft auf a und erzeugt die Hyperhel

e Die Brennpunkts-Abstands-Definition ist leicht
umsetzbar. Auf eine Figur wird verzichtet.

3.6.2 Dynamische Variation der Linie: Kreis — Gerade — Kreis

Die verschiedenen Lagen des Gegenpunktekreises bzw. der Leitgeraden lassen die folgende Idee aufkommen:

Wenn man den Ellipsen-Leitkreis kontinuierlich in eine Gerade und dann in einen Hyperbel-Leitkreis ,,verwan-
deln konnte, dann miissten sich die entsprechenden Kegelschnitte auch dynamisch ineinander iiberfithren
lassen. Damit wiirde diese Verwandtschaft der Kegelschnitte anschaulich klar. Dies ist — sozusagen auf schon
hoher Ebene — eine Festigung des Begriffs Kegelschnitt-Verwandtschaft (wenn das {iberhaupt noch ein elemen-
tarer Begriff ist). Vergleiche dazu die folgenden Figuren, bei denen mit Z, der Gegenpunktekreis variiert wer-
den kann. Die mittlere Zeichnung zeigt eine sehr langgestreckte Ellipse — nahezu eine Parabel —, der Gegen-
punktekreis ist nahezu eine vertikale Gerade. Die Grenzlage selbst kann das Programm nicht darstellen.
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4.  Begriffe und Dynamische Geometrie-Systeme

4.1 Erste Begriffsbildung ohne DGS

Viele Begriffe der elementaren Geometrie sind zugleich Worte der Umgangssprache — man denke nur an
,Ecke®, ,,Kante* oder ,,Fliche“. Bei diesen Beispielen ist der umgangssprachlich gebildete Begriffsinhalt weit-
gehend mit dem mathematischen identisch.

Bei einigen Begriffen — man denke etwa an ,,Wiirfel®, , Kegel“, ,,.Zylinder”, ,,Walze* und ,,Sdule” — gibt es
moglicherweise Unterschiede. Vom Spielwiirfel zum mathematischen Objekt braucht es Abstraktion. Beim
,,Kegel“ ist die Kontextabhdngigkeit der Bedeutung deutlich. Spielkegel haben nicht die (mathematische) Form
von Kegeln. Entsprechend hat ,,Zylinder umgangssprachlich verschiedene Bedeutung. Auch dann, wenn die
Kopfbedeckung dieses Namens heute kaum mehr bekannt ist, muss man daran denken, dass die Zylinder beim
Auto erstens nicht zu sehen sind und dass zweitens das, was man dann sieht, die Kiihlrippen, nicht die Form
eines Zylinders hat. ,,Walzen* und ,,Sdulen” sind iiblicherweise durchaus Zylinder im mathematischen Sinn.
Die Namen beschreiben dann aber nicht nur die geometrische Form, sondern zugleich die Funktion, die Gegen-
stinde dieser Form haben.

Manche Begriffe — man denke an ,,Pyramide* oder ,,Kegelstumpf™ — werden entweder wie bei ,,Pyramide® auch
auflerhalb der Geometrie praktisch ausschlieBlich so verwendet, dass die geometrische Bedeutung korrekt ab-
gedeckt ist oder werden, wie ,,Kegelstumpf*, nur in der Geometrie verwendet.

So ist es selbstverstandlich, dass Begriffe ohne DGS gebildet werden konnen — und das war schlieBlich auch
so, ehe es DGS gab.

4.2  Erste Begriffsbildung mit DGS

Will man ein DGS so einsetzen, dass Schiiler selbst mit DGS zeichnen (und nur so ist die Frage nach Begriffen
iiberhaupt sinnvoll, weil sonst die Figur einfach ,,angeschaut* wird), so zeichnet man mit den vorgegebenen
Zeichenwerkzeugen, allenfalls zusétzlich mit vom Lehrer vorgegebenen oder gar selbst erzeugten Makros (man
denke an ein Makro ,,Umkreis* oder ,,Hohe* usw.). Da diese Werkzeuge bzw. Makros Namen haben, die das
vorwegnehmen, was anschliefend vom DGS gezeichnet wird, muss dieser Name bei den Schiilern schon be-
kannt sein. Eine erste Begriffsbildung mit DGS ist unter dem Aspekt ,,Zeichenwerkzeug™ tiberhaupt nicht sinn-
voll moglich.

Anders ist es, wenn mit elementaren Zeichenschritten — gegebenenfalls auch mit Hilfe der von DGS gezeich-
neten Bahnkurven — neue (aus Schiilersicht ,,hohere®) geometrische Objekte erzeugt werden. So kann z. B.
,,Parabel” mit der Brennpunkt-Leitgeraden-Definition gleichwertig mit und ohne DGS eingefiihrt werden. Die
Dynamik, die ein DGS zulisst, kann die Vorstellung, die Schiiler von einer Parabel haben, umfassender werden
lassen. In dieses Umfeld kann auch das Phdnomen gehoren, dass alle geometrischen Objekte, die man durch
Angabe eines einzigen Langenmalles eindeutig festlegen (und dann auch zeichnen) kann, zueinander &hnlich
sind. Alle Quadrate, gleichseitigen Dreiecke, (allgemein: alle reguldren n-Ecke) sind zueinander dhnlich. Das
mag noch trivial erscheinen. Dass aber auch alle Parabeln zueinander &hnlich sind, stot meist auf Erstaunen.
Wenn man von Normalparabeln ausgeht, dann scheinen andere Parabeln entweder ,,gestaucht™ oder ,,gedehnt*,
also durch eine orthogonale Affinitit mit der Scheiteltangenten als Achse verzerrt, oder aber einfach ,,aufgebo-
gen®, wie man einen Draht, der die Form der Parabel hat, in die Richtung der Scheiteltangenten biegen konnte.
Durch ein DGS kann man aber ausschlielich den Abstand des Brennpunkts von der Leitgeraden verdndern
und so durch eine Ahnlichkeit die Parabeln ineinander iiberfilhren. Dabei wird auch deutlich, warum man an-
fangs meist erstaunt ist: Bei dieser Verformung bleibt die Scheiteltangente nicht unveréndert, sondern sie &n-
dert sich mit der Parabel, wenn man die Leitgerade fest ldsst und den Brennpunkt senkrecht zur Leitgeraden
verschiebt.

4.3 Vertiefung der Begriffe

Ganz anders sieht es auch aus, wenn man schon bei elementaren Begriffen vergleicht, wie die Vertiefung, die
Festigung von Begriffen ohne bzw. mit DGS erfolgen kann. Dabei kann ein DGS auBerordentlich hilfreich
sein. Das gilt — wie erwédhnt — z. B. bei der Unterscheidung von ,,Strecke®, ,,Halbgerade” und ,,Gerade®. Da-
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durch, dass das entsprechende Zeichenwerkzeug (insbesondere in DynaGeo, weil dort die Strecke als Objekt in
jedem Fall weiter verwendet werden kann) die Unterscheidung macht.

Aber auch beim ,,Kreis“ wird eine Vielfalt dadurch erreicht, dass man in DynaGeo einen Kreis durch Vorgabe
von

e Mittelpunkt und Radius;

e Mittelpunkt und einem Kreispunkt;

e drei Kreispunkten (wenn man ein Makro definiert hat)

festlegen kann.

In Cinderella kann man einen Kreis dadurch zeichnen, dass man

e den Mittelpunkt festlegt und den Kreis ,,aufzieht (auf dem Kreis liegt dann kein weiterer gekennzeichneter
Punkt);

e den Mittelpunkt festlegt und zu einem zweiten (noch nicht vorgegebenen Punkt) aufzieht (so erhilt man
sogleich einen Punkt auf der Kreislinie);

e zwei vorgegebene Punkte nimmt und einen davon als Mittelpunkt, den anderen als Punkt auf der Kreislinie
definiert;

e den Radius festlegt und dann den Mittelpunkt wahlt;

e drei vorhandene Punkte als Kreispunkte wahlt.

Die wenigen Beispiele sollen geniigen um anzudeuten, dass durch die Vielfalt der Mdglichkeiten ein offenerer
Umgang mit den klassischen Begriffen moglich ist.
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