Karlhorst Meyer

Besondere Punkte und Linien im Dreieck

Meist sieht der Lehrplan der Jahrgangsstufe 7 oder 8 die Behandlung der besonderen Punkte im Dreieck vor.
Im Allgemeinen handelt es sich hierbei aber nur um jeweils den Schnittpunkt der drei Hohen, Schwerlinien
(Seitenhalbierenden), Mittelsenkrechten bzw. Winkelhalbierenden, wobei bei letzteren nur in den seltensten
Féllen der Kreis des APOLLONIUS VON PERGE (Kleinasien ca. 262 bis 190 v. Chr.) behandelt wird (vgl.
ZWERGER-KLUG [1] oder MEYER [1]; da die letzteren Literaturstellen schon lange vergriffen sind, werden die
frither dargestellten Inhalte im vorliegenden Artikel verdndert aufgenommen). Nur in seltenen Fillen wird man
am Gymnasium etwas iiber die FEUERBACH-Gerade und den FEUERBACH-Kreis erfahren kdnnen; im Rahmen
einer Begabtenforderung sind dies aber sehr geeignete Inhalte, die im Folgenden in Anlehnung an HEFENDEHL-
HEBEKER [1] behandelt werden. KARL WILHELM FEUERBACH wurde am 30. 5. 1800 in Jena geboren und starb
am 12. 3. 1834 in Erlangen. Er war dort Gymnasialprofessor.

Geht man von den Erwartungen der Wettbewerbsaufgaben wie etwa der Mathematik-Olympiade aus, so rei-
chen diese Kenntnisse nur bedingt. Man benoétigt dort das Umfeld des Satzes von CEVA, wie dies etwa in der
Habilitationsschrift von BAPTIST [1] zu finden ist. Die folgende Abhandlung wird die zuletzt genannte Litera-
turstelle fiir eine Benutzung im Unterricht ausbauen. Uber den weiteren Einsatz der besonderen Dreieckspunkte
im Unterricht findet man Weiteres in MEYER [2] und [3].

Das Gebiet der ,,besonderen® oder auch ,,merkwiirdigen* Punkte reizt also offenbar auch noch heute so man-
chen Mathematiker, auch wenn es nicht mehr so intensiv wie im 19. Jahrhundert (siche BAPTIST [1]) betrieben
wird. Trotz vieler Publikationen ist es jedoch bis heute nicht gelungen, im Sinne der Grundlagenforschung zu
kléren, worin nun eigentlich das Besondere dieser Punkte besteht. So gab es zwar 1956 am Mathematischen
Seminar der Universitdt Hamburg einen Kolloquiumsvortrag von dem bekannten Algebraiker REDEI aus Un-
garn, der viermal vertagt und fortgesetzt wurde iiber vier Wochen hin, doch jedes Mal, wenn REDEI glaubte, ein
vollstédndiges Axiomensystem fiir die Besonderheit dieser Punkte gefunden zu haben, wurden seine Vorstellun-
gen von ARTIN, BRAUN, BURAU, SPERNER oder anderen zunichte gemacht. Sie zeigten namlich, dass jeder neue
Ansatz von einem Axiomensystem sich auf alle Punkte der Ebene bezog, also eine Besonderheit nicht nachge-
wiesen werden konnte.

1. Der Kreis des APOLLONIUS

Definition 1.1: Eine Gerade, die ein Dreieck ,,schneidet™ heifit Transversale. Eine Transversale, die durch ge-
nau eine Dreiecksecke geht, heifit Ecktransversale.

Definition 1.2: Jede Ecktransversale eines Dreiecks teilt die der Ecke gegeniiberliegende Seite in zwei Seiten-
abschnitte.

Definition 1.3: Auf AB liege P. Man sagt dann P teilt die Strecke ABim (Teilungs)-Verhiiltnis A

AP
innen, wenn P zwischen A und B liegt, und definiert A = ‘—_“ >0,
BP)
_ ~
aufien, wenn P kein Punkt der Strecke AB ist und definiert A = _ﬁ <0.
BP)

Ist A=P,soseiA=0 undist B=P,so sei A = oo ein Symbol, das als ,,unendlich* gelesen wird.

Definition 1.4: Teilt P die Strecke AB im Verhiltnis Apinnen und Q im Verhiltnis Ay aulen, so spricht man
von einer Teilung innen und auBen im Doppelverhiltnis Ap : Aq.

Ist Ap : Aqg = - 1, so sagt man ABist harmonisch geteilt und nennt das Punktequadrupel (A,B; P,Q) ein har-
monisches.
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Aufgabe 1.1: Teile eine Strecke innen und auBlen im selben Verhéltnis 2:3. Zeichne moglichst wenige
Linien.

Zeichnet man zur Winkelhalbierenden CX im
Dreieck ABC die Parallele BD, so erhdlt man eine D
Strahlensatzfigur (vgl. die Abbildung) mit

BX| |CD| 4A
Um CD durch Stiicke des urspriinglich gegebe-
nen Dreiecks ABC auszudriicken, erkennt man Z-

bzw. F-Winkel an den parallelen Geraden:

% - /CBD = ZCDB

>
>
lov}

Also ist das Dreieck CBD gleichschenklig und CD = CB. Damit hat man die ,eine Richtung®“ des folgenden
Satzes gefunden:

Satz 1.5: Eine Ecktransversale eines Dreiecks ist genau dann Winkelhalbierende, wenn sie die der Ecke gegen-
iiberliegende Seite innen im Verhiltnis der anliegenden Seiten teilt.

Die ,,zweite Richtung* des Satzes (also seine Umkehrung) erhilt man wie folgt: Nimmt man an, die Ecktrans-
versale, die die gegeniiberliegende Seite im Verhiltnis der anliegenden Seiten teilt, wire keine Winkelhalbie-
rende, dann wiirde die dazugehdrige Winkelhalbierende im selben Teilungsverhiltnis die gegeniiberliegende
Seite in einem anderen Teilungspunkt X’ treffen. Eine Strecke hat aber zu einem Teilungsverhéltnis nur einen
inneren Teilungspunkt; also ist X = X’.

Satz 1.6: Eine Ecktransversale eines Dreiecks ist
genau dann duflere Winkelhalbierende, wenn sie
die gegeniiberliegende Seite aulen im Verhéltnis C

der anliegenden Seiten teilt. ﬁ
E 4

Aufgabe 1.2: Beweise den Satz anhand
der nebenstehenden Skizze. A B Y

Aufgabe 1.3: Die Winkelhalbierende eines Dreiecks teilt die Gegenseite in zwei Abschnitte von 6,5
cm und 10,4 cm. Wie grof3 sind die beiden anderen Dreiecksseiten, wenn ihre Summe 26 cm betrédgt?
Ist es gleichgiiltig, welchen Wert man fiir diese Summe angibt?

Aufgabe 1.4: Die Summe der drei Seiten eines Dreiecks ABC ist 25,0 cm; die Winkelhalbierende des
Winkels bei C teilt die Gegenseite ¢ in zwei Abschnitte von 5.1 cm und 3,4 cm. Wie grof3 sind die
Seiten a, b und c?

Aufgabe 1.5: Gegeben ist ein Winkel o und ein Punkt P innerhalb des Winkelfeldes von a.

a) Zeichne durch P eine Gerade so, dass die von ihr auf den Schenkeln abgeschnittenen Strecken
sich wie 5:2 verhalten.

b) Zeichne durch P eine Gerade so, dass das zwischen den Schenkeln liegende Stiick der Geraden
durch P im Verhiltnis 5:2 geteilt wird.

Man kann nun die Sitze 1.5 und 1.7 zusammenfassen zum

Satz 1.7: Die Winkelhalbierenden eines Dreieckswinkels und seines Auflenwinkels teilen die Gegenseite har-
monisch im Verhéltnis der dem Winkel anliegenden Dreiecksseiten.

Sind a, b und ¢ die Seiten eines Dreiecks in der Normbezeichnungsweise, so erhdlt man durch harmonische
Teilung von ¢ im Verhéltnis a:b Teilungspunkte, die zu den Winkelhalbierenden des ¢ gegeniiberliegenden
Winkels und dessen Auflenwinkels fiithren.

Man kann die bisher behandelte Fragestellung noch in anderer Weise umkehren:
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Hat man eine Strecke AB im Verhiltnis A harmonisch geteilt, wo liegen dann alle Dreiecksspitzen C mit

‘C_AH@‘ =M\ 7? Oder: Wie bestimmt man alle Punkte C, deren Entfernungen von zwei gegebenen Punkten A

und B ein bestimmtes Verhdltnis A haben?

Hierzu muss man erkennen, dass die Winkelhal-

bierende an einer Dreiecksecke mit der dazugeho-

rigen duBeren Winkelhalbierenden einen rechten c
Winkel bildet. Da offenbar fiir alle gesuchten C

dies gelten muss, sind diese C die Punkte eines

THALES-Kreises iiber XY .

Aufgabe 1.6: Konstruiere alle Punkte C,
die von A, B mit ‘E‘ =5,0 cm das Ab-

standsverhéltnis ‘EXH@‘ =5:3 haben.

Satz 1.8 (Kreis des APOLLONIUS 200 v. Chr.): Die Menge aller Punkte C, die von zwei gegebenen Punkten A

und B ein festes Abstandsverhiltnis A haben, ist ein Kreis. Die beiden Punkte X und Y, die AB innen und
aullen im Verhéltnis A teilen, bestimmen den Kreisdurchmesser.

Beweis:
Man zeichnet durch X eine Parallele zu CY, die die beiden ,,anderen* Dreiecksseiten in E und F schneiden.
Zweimal den Vierstreckensatz angewendet ergibt:

§(= ‘%‘ bzw. E_X‘:E Da X und Y die harmonischen Teilungspunkte von A und B sind, gilt
AY| [cY] BY| [cY]

ﬁ( = ‘A_Y‘ . Damit ergeben die drei Proportionalititen ‘ﬁ‘ = ‘ﬁ‘ . Nach Voraussetzung ist CY senkrecht zu
BX [BY|

CX und damit CX senkrecht zu EF. Das Dreieck EFC ist also gleichschenklig und so CX die Winkelhalbieren-
de. Weil CY auf CX senkrecht steht, ist dann CY die dullere Winkelhalbierende in C. W. z. b. w.

Der Kreis des APOLLONIUS findet bei Konstruktionsaufgaben Verwendung, wenn von zwei Strecken nur ihr
Verhiltnis bekannt ist, nicht aber ihre Léngen gegeben sind.

Aufgabe 1.7: Konstruiere ein Dreieck aus ¢ = 8,0cm, a:b = 3:7 und der Héhe h, = 3,0 cm.

Aufgabe 1.8: Konstruiere ein Dreieck aus ¢ = 4,8 cm, a:b = 5:3 und o = 30°.

Aufgabe 1.9: Konstruiere ein Dreieck aus ¢ = 10,0cm, a:b = 1:3 und y = 90° bzw. 60°.

Aufgabe 1.10: Konstruiere ein Dreieck aus ¢ = 13,0 cm, a:b = 4:9 und der Winkelhalbierenden
w, = 10,0 cm.

Aufgabe 1.11: Konstruiere ein Dreieck aus ¢, a:b = m:n und der Lénge der Seitenhalbierenden s,.

Aufgabe 1.12: Konstruiere ein Dreieck aus den Léngen der Seitenhalbierenden s, und der Hoéhe h, und
dem Winkel a.

Aufgabe 1.13: Die Winkelhalbierende w, teilt die Seite ¢ eines Dreiecks ABC in die Abschnitte u und
v. Konstruiere das Dreieck ABC aus u=2,7 cmund v = 7,2 cm und y = 60°.

Aufgabe 1.14: In einem Dreieck verhalten sich die drei Seitenhalbierenden wie s,:sp:s. = 6:5:7,5; der
durch den Schwerpunkt geteilte groere Abschnitt von s, ist 6,4 cm. Wie lang sind die Seitenhalbie-
renden?
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Aufgabe 1.15: Wie lang sind die Katheten eines rechtwinkligen Dreiecks, dessen Hypotenuse durch
die Halbierende des rechten Winkels in zwei Abschnitte von 12,0 cm und 9,0 cm zerlegt wird?

Aufgabe 1.16: Gegeben sind

a) zwei sich schneidende Geraden;

b) zwei parallele Geraden.

Zeichne den geometrischen Ort der Punkte, deren Abstéinde von den gegebenen Geraden sich wie m:n
= 4:3 verhalten.

Aufgabe 1.17: Bestimme einen Punkt, dessen Abstédnde von den drei Seiten eines Dreiecks sich wie
u:v:w verhalten.

2. Die Satze von MENELAOS und CEVA

Aufgabe 2.1: Zeichne ein Dreieck ABC und eine Transversale, die keine Ecktransversale g ist. g
schneidet AB in P, BC in Q und CA in R. Miss bei den Geraden AB, BC und CA die Teilungsverhalt-
nisse A, |t bzw. v und berechne Apv.

Grundannahme: Wir betrachten die so genannte angeordnete Ebene. Hierbei wird an dieser Stelle nicht
genau auseinander gesetzt, was hierunter verstanden wird. Es wird nur darauf hingewiesen, dass stets geklart
ist, ob ein Punkt auf einer Geraden zwischen zwei anderen, also im Inneren der Strecke, die sie bilden, liegt
oder nicht im Inneren liegt, dass ein Dreieck oder ein Kreis die Gesamtebene in zwei Teile zerlegt, dem Inneren
und dem AuBeren des Dreiecks bzw. des Kreises. Genauso ist bei jeder Geraden ,klar, was rechts oder links
von ihr oder oben bzw. unten von ihr liegt. Nur ein Anordnungsaxiom soll hier genannt werden:

Axiom von PASCH 2.1: Trifft eine Gerade das Innere eines Dreiecks, so hat sie genau zwei Punkte mit dem
Dreieck gemeinsam.

Aufgabe 2.2: Fiir jede Dreieckstransversale, die nicht durch eine Ecke geht und die drei Seiten in den
Verhiltnissen A, v und p teilt, gilt Avp < 0.

Satz des Menelaos (Alexandria um 100 n. Chr.)
2.2: Die Seiten eines Dreiecks ABC werden von
den Punkten P, Q und R in den Verhéltnissen A, p
bzw. v geteilt. Es ist hierbei auf den Umlaufsinn
zu achten. Genau dann ist Auv = - 1, wenn die
Punkte P, Q und R eine Transversale, die durch
keine Ecke geht, bilden.

Beweis:
1. Aus der Konfiguration folgt die Verhdltnisglei-
chung:

Esseid = ‘E’Hﬁ‘,
o~ 0
v~ -[oR| [RA].

Man projiziert lings PQR die bisherige Konfigura-
tion auf die Gerade AB (vgl. die Zeichnung).

Nach dem Vierstreckensatz gilt dann:
(A7) [PB| <[ ¥ 7B

El

>

o - 5

e -

:‘PA*
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A*P| |B*P| |C*P

Il
|
—_

Mit (1) folgt hieraus: Avp = -

PB* |PC* |PA*

Aufgabe 2.3: Priife durch weitere Zeichnungen, dass dieser Beweis nicht von der in der Zeichnung
gewihlten Anordnung abhingig ist. Man kann auch auf eine beliebige Gerade ldngs PQR projizieren.

2. Aus der Verhdltnisgleichung folgt die Konfiguration, ndmlich, dass P, Q und R auf einer Geraden liegen:
Man nehme an, R liege nicht auf der Geraden PQ. PQ schneidet dann AC in R’ und nach dem bereits bewiese-
nen Teil des Satzes gilt fiir die entsprechenden Teilungsverhiltnisse Avy’ = -1. Da aber nach Voraussetzung
gilt Avp =—1, folgt p = u’ und damit R = R’ im Widerspruch zur Annahme. Also liegen die Punkte P, Q und R
auf einer Geraden.

Aufgabe 2.4: Zeichne ein Dreieck ABC und drei Ecktransversalen, die sich in einem Punkt schneiden,
der kein Eckpunkt des Dreiecks ist. Die Transversalen schneiden die Dreiecksseiten in den Punkten P

gegeniiber C, Q gegeniiber A und R gegeniiber B. Miss und berechne (E-E-C_R):(H{ . ﬁ@) .

Satz von CEVA (Mantua 1647 bis 1734) 2.3: Drei
Ecktransversalen teilen die Seiten eines Dreiecks
in den Verhéltnissen A, p und v. Es ist hierbei auf
den Umlaufsinn zu achten. Genau dann ist Apv =
1, wenn die drei Ecktransversalen durch einen
Punkt gehen (genannt Ceva-Punkt G) oder paral-
lel sind. D. h. es gilt:

a’b’c’ = a“b“c”

a’b’c> = (a—a’)(b-b’)(c-¢")

Hinweis: In BAPTIST [1] Seite 41 findet man auch
zwei trigonometrische Darstellungen dieser For-
mel, die hier weggelassen wurden.

Teil 1: Aus der Existenz des CEVA-Punktes folgt Auv=1:

1.1 Beweis aus dem Hebelgesetz der Physik:
Man belegt — wie bei einem Mobile — die Ecken A, B und C mit den Massen m,, mg und m¢ so, dass P der
gemeinsame Schwerpunkt von A und B ist, also nach dem Hebelgesetz gilt:

mA-‘E‘:mB-‘ﬁ‘ (1)

Die Masse bei C wihlt man schlieBlich so, dass Q der gemeinsame Schwerpunkt von B und C wird, also
nach dem Hebelgesetz gilt:

m, [BQ| = m, Q) 2)
R sei der gemeinsame Schwerpunkt von A und C, also
mc-‘ﬁ‘ - mA-‘E‘ 3)

Also ist R der gemeinsame Schwerpunkt von A und C. Der gemeinsame Schwerpunkt von A und Q, also
der gemeinsame Schwerpunkt von A, B und C muss dann auf der Geraden AQ liegen. Genauso schlief3t
man, dass dieser Punkt auch auf den Geraden CP bzw. BR liegen muss. Also ist der Schnittpunkt der drei
Ecktransversalen der gemeinsame Schwerpunkt von A, B und C.

Multipliziert man die drei Gleichungen (1), (2) und (3), so erhilt man die Behauptung.
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1.2 Beweis von J. I. BERNOULLI 1742 (nach BAPTIST [1]):
Aus der Konstruktion der nebenstehend ge-
zeichneten Parallelen ergeben sich wegen der C
Winkel an parallelen Geraden viele Paare
dhnlicher Dreiecke. Man sucht sich diejeni-
gen aus, deren Seiten in der Formel des Sat-
zes von CEVA vorkommen, wie z. B.: R

AASU ~ABTS und AASP ~ ABTP

Hieraus folgt: A A Q

[AP|:[BP| = [AS]:[BT| = [SU]: [sT]| ‘!

4)
6]

AAUC ~ ARSC
Hieraus folgt: |AR|:[RC| = |SU]:[SC]|

501 - JARL[5C]
also: [SU| = ——— (5)
RG
ATBC ~ ASQC ergibt: @m = ﬁ@ also: ST = B%_gc

(©)
A . SUl _ |AR[-[sq-|cq| _ |ap]
us (4), (5) und (6) findet man: — = ——— = —
ST/ [CR|[BQ|-[sC|  [BP]
]leseF_ormizeileEn ‘man u_mformen zu:
|AP|-|BQ|-|CR| = |AR|-|BP|-|CQ] ~ W.z.b.w.

1.3 In der folgenden Aufgabe wird noch der Rest des Beweises zum Teil 1 gezeigt, wenn die drei Ecktransversa-
len parallel sind.

Aufgabe 2.5: Zeichne zu 1.3 eine passende Figur und wende zweimal den Vierstreckensatz an.

Fortsetzung des Beweises des Satzes von CEVA:

Teil 2: Aus der Verhdiltnisgleichung Auv = 1 folgt die Existenz des CEVA-Punktes:

Im Dreieck ABC teile P die Seite AB im Verhiltnis A, Q die Seite BC im Verhéltnis v und R die Seite CA im
Verhiltnis p und es gelte Avp = 1.

2.1 Die Ecktransversalen CP und AQ schneiden sich in S und BS trifft CA in R” mit Avp’ = 1 nach dem bereits
bewiesenen Teil. Andererseits gilt Avi = 1 nach Voraussetzung. Also ist @’ = pund damit R’ =R. W. z. b. w.

2.2 Die Ecktransversalen CP und AQ sind parallel und die Parallele durch B trifft CA in R’ mit Avy’ = 1 nach
dem bereits bewiesenen Teil 1. Andererseits gilt Avp = 1 nach Voraussetzung. Also ist p” = p und damit
R’=R. W.z. b.w.

2.3 Die Ecktransversalen CP und AQ sind parallel und die Parallele durch B trifft CA nicht. Dann muss gelten
C =Qund AQ ist keine Ecktransversale.

Aufgabe 2.6: Uberpriife, ob sich der Beweis des Satzes von CEVA #ndert, wenn S nicht im Inneren des
Dreiecks liegt.

Aufgabe 2.7: Beweise den Satz von CEVA mit Hilfe des Satzes von Menelaos.
Hinweis: S sei der CEVA-Punkt im Dreieck ABC, AB werde von P, BC von Q und CA von R geteilt.
Wende den Satz des Menelaos auf die Dreiecke APC und PBC mit den Transversalen BR bzw. AQ an.

Aufgabe 2.8: Der Inkreis eines Dreiecks beriihrt die Dreiecksseiten in den Punkten P,Q, und R.

Zeige: Die Ecktransversalen zu den Beriihrpunkten schneiden sich in einem Punkt, genannt
GERONNE-Punkt (fanzésischer Mathematiker 1771 bis 1859). Eine analoge Uberlegung zu den
Beriihrpunkten eines Ankreises fiihrt zu den so genannten dufleren GERONNE-Punkten.

Hinweis: Beriicksichtige die Tangentenabschnitte.
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Aufgabe 2.9: Die Ankreise eines Dreiecks beriihren die Dreiecksseiten bzw. deren Verlangerungen.
Verbindet man gewisse Beriihrpunkte mit den Dreiecksecken, so erhélt man die NAGEL-Punkte.

Aufgabe 2.10: Die nebenstehende Zeichnung
entsteht wie folgt: C
Zeichne ein beliebiges Dreieck ABC. P sei die
Mitte der Strecke AB. Wihle Q beliebig auf BC.
Zeichne AQ und BR so, dass sich die drei Li- S
nien in U schneiden. Wiederhole den Vorgang
mit den Punkten S, T und V. Zeige:
1. Dann sind die Geraden AB, QR und ST
parallel. B
2. Die Geraden RS, QT und CP treffen
sich in einem Punkt W.
3. Die Punktepaare P,V und U, C sind
harmonisch.
Hinweis: Im Lehrbuch BARTH U. A. [1] Seite 43 wird nur 3. gefragt.

= -
®)

A

Ausflug in die sog. Projektive Geometrie:

In der Zeichenebene (affine Ebene genannt) schneiden sich nicht alle Geradenpaare, denn es gibt auch paralle-
le Geraden. Um diesen ,,Schonheitsfehler zu beseitigen, ordnet man parallelen Geraden einen so genannten
Fernpunkt als ideellen Schnittpunkt zu. So gelten die Sitze:

Satz 2.4: In der Projektiven Geometrie schneiden sich je zwei verschiedene Geraden in genau einem Punkt.

Satz 2.5: Der vierte harmonische Punkt zu 2 Punkten und dem dazugehdorigen Fernpunkt ist die Mitte zwischen
den beiden Punkten.

Zum Beweis: Die ,,Abstdnde” des Fernpunktes zu den beiden gegebenen Punkten sind beide unendlich lang und
deshalb ,,gleich lang*.

Definition 2.6: Eine Abbildung heifit 3-transitiv, wenn sie durch Vorgabe dreier (nicht auf einer Geraden gele-
genen) Punkte und ihrer dazugehorigen Bilder eindeutig festgelegt ist.

Ohne Beweis wird angegeben:

Satz 2.7: In der Projektiven Geometrie gibt es zu beliebigen Punktetripeln (die nicht auf einer Geraden liegen)
und deren Bildern (die nicht auf einer Geraden liegen) genau eine Abbildung (so genannte projektive Abbil-
dung), die
1. punkttreu ist (also das Bild eines jeden Punktes ein Punkt ist),
geradentreu ist (also das Bild einer jeden Geraden eine Gerade ist),
3-transitiv ist,
das Doppelverhéltnis unverindert lasst und
umkehrbar ist.

nhwnN

Man wendet diesen Satz auf die Konstruktion der Abbildung der Aufgabe 2.10 an:
1.  Man legt die projektive Abbildung zur Figur der Aufgabe 2.10 fest durch die folgenden Bedingungen:
—  Der Fernpunkt zu der Richtung AB wird beibehalten.
— C werde auf den Fernpunkt abgebildet, dessen Richtung auf AB senkrecht steht.
— A wird Fixpunkt.
2. Es wird die Konstruktion der Aufgabe 1.9 wiederholt. Man findet als projektives Bild die folgende
Zeichnung:
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Zeichne die waagrechte Strecke AB mit

ihrem Mittelpunkt P.

Errichte in A, P und B Senkrechte zu AB.

Wihle Q beliebig auf der Senkrechten

durch B. Zeichne AQ und BR so, dass T

sich die drei Linien in U schneiden und R
auf der Senkrechten durch A liegt. Wie-
derhole den Vorgang mit den Punkten S,

\Y
Tund V. R

U
Man stellt fest, dass vermutlich die Stre-
ckenldngen von BQ und SQ gleich lang P

sind.

Aufgabe 2.11: Beweise, dass in obiger Figur gilt: @ = m

Die in Aufgabe 2.10 definierte projektive Abbildung wird auch Perspektive (genauer Frontalperspektive)
genannt, weil ihre Umkehrung aus einer auf der Standebene liegenden ,,Leiter” (siche die letzte Abbildung) das
dazugehorige perspektive Bild erzeugt. Der Punkt C liegt dann als Fernpunkt der Standebene auf dem so ge-

nannten Horizont, der eine Linie durch C parallel zu AB ist.

Aufgabe 2.12: Schneiden sich drei Eck-
transversalen eines Dreiecks ABC in S
und legt man durch zwei ihrer Schnitt-
punkte P und R mit den Seiten eine Gera-
de, so bestimmt diese auf der dritten Seite
BQC ecinen Punkt Y und auf der Trans-
versalen ASQ einen Punkt X so, dass
(B,C; Q,Y),

(A,S; X,Q) und

(P,R; X,Y)
harmonische Punktequadrupel sind.

3. EULER-Gerade und FEUERBACH-Kreis

Das Folgende geht zuriick auf die Darstellung HEFENDEHL-HEBEKER [1] eines Vortrags am Mathematiksemi-

nar des Gymnasiums Starnberg vom 8. bis 11. 11. 1987 bei der Siemens AG in Erlangen:

Die nebenstehende Abbildung zeigt, wie das
Dreieck ABC durch zentrische Streckung am

Schwerpunkt S mit dem Streckungsfaktor —%

in das zugehdrige Mittendreieck A*B*C* iiber-
geht.

Dabei gehen die Hohen des Dreiecks ABC iiber
in die Hohen des Dreiecks A*B*C*, welche die
Mittelsenkrechten von ABC sind. Das bedeutet,
dass beim Dreieck ABC der Schwerpunkt S auf
der Verbindungsgeraden des Hohenschnitt-
punkts H mit dem Schnittpunkt der Mittelsenk-

rechten liegt. Wegen obiger zentrischer Stre-
ckung gilt:

‘H_S‘:‘w‘:ll
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Satz 3.1: In einem Dreieck liegen der Hohenschnittpunkt H, der Schwerpunkt S und der Umkreismittelpunkt M
auf einer Geraden, genannt EULER-Gerade (LEONHARD EULER geboren 1707 in Basel, gestorben 1783 in St.

Petersburg). Es gilt ‘H_S‘ : ‘S_M‘ =2:1.

Hilfssatz 3.2:
a) Das Bild H{H,H; des Dreiecks ABC unter der Streckung mit Zentrum H und Streckungsfaktor % ist
zum Seitenmittendreieck A*B*C* kongruent. Die Seiten der beiden Dreiecke sind paarweise parallel.

b) Die Dreiecke A*B*C* und H;H,H; gehen durch Punktspiegelung an F auseinander hervor. F liegt auf
der EULER-Geraden und halbiert HM .

¢) Die Dreiecke A*B*C* und H;H,H; haben den gemeinsamen Umkreis k(F; R:2), wobei R der Radius
des Umkreises zum Dreieck ABC ist.

d) Aufdem Kreis k(F; R:2) liegen auch die HohenfuBpunkte H,, H, und H, des Dreiecks ABC.

Beweis zu a):

Die fraglichen Dreiecke gehen beide aus Drei-
eck ABC durch zentrische Streckungen hervor;
deshalb sind entsprechende Seiten parallel. Da
bei beiden Streckungen der Betrag des Stre-

ckungsfaktors % ist, sind die Streckungsbilder

kongruent.

Beweis zu b):

HH,A*B* und A*H;H,C* sind wegen a)
Parallelogramme. In beiden Parallelogrammen
sind H; und A* gegeniiberliegende Punkte. Die
Mitte F von H;A* ist daher das Symmetrie-
zentrum beider Parallelogramme. Deshalb trifft
die Punktspiegelung an F die folgende Zuordnung:
H1 > A*, H2 > B*, H3 <~ C*

Die Dreiecke H{H,H; und ABC haben denselben Hohenschnittpunkt H. Dieser geht bei Spiegelung an F iiber
in den Hohenschnittpunkt H* von A*B*C*. Wie oben beim Beweis von Satz 3.1 gezeigt worden ist, sind die
Ho6hen vom Dreieck A*B*C* identisch mit den Mittelsenkrechten des Dreiecks ABC; also ist H¥* = M. Somit

gilt H <> M und F ist die Mitte von HM .

Beweis zu c):
Die im Beweis zu b) genannten Parallelogramme sind Rechtecke, weil z. B. A* die Mitte von BC und H, die

Mitte von BH sind, also ist A*H, nach der Umkehrung des Vierstreckensatzes parallel zur Hohe CH; und steht
damit auf H{H, senkrecht. Analog schlieft man beim anderen Rechteck. Dann aber ist F Symmetriezentrum
beider Rechtecke und damit liegen alle Ecken der beiden Dreiecke auf einem Kreis k um F. Da beide Dreiecke

aus dem Dreieck ABC durch Stauchung um % hervorgehen, hat ihr Umkreis k den Radius % .

Beweis zu d):

Das Dreieck H;A*H, hat einen rechten Winkel bei H,. Die Hypotenusenlange ‘HIA* ist Durchmesser von k.

Nach dem Satz des THALES liegt daher auch H, auf k. Fiir H, und H, schlie3t man analog.

Das Ergebnis wird zusammengefasst in dem folgenden Satz:

Satz 3.3 (Satz vom Neunpunktekreis, Kreis von FEUERBACH): In einem Dreieck liegen die drei Hohenful3-
punkte, die Seitenmitten und die Mitten der Verbindungsstrecken von den Ecken zum Hoéhenschnittpunkt alle
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auf einem Kreis mit dem Radius 5 Der Mittelpunkt des Neunpunktekreises liegt auf der EULER-Geraden und

halbiert die Strecke zwischen dem Hohenschnittpunkt und dem Umkreismittelpunkt.

A C* H B

Korollar 3.4 (von FEUERBACH): Der Neunpunktekreis beriihrt den Inkreis und die drei Ankreise.

Hy 2 H;
H
b 3
H
B* 7% _ 1 5 A*
H, - /W D<m, H,
h, M
mC
aE
A c 5

Hinweis:
Die Zeichengenauigkeit bei der Konstruktion des Feuerbach-Kreises ist sehr gering. Die Abbildungen von
Kapitel 3 darf man deshalb nicht in der vorgegebenen Reihenfolge konstruieren. Dies gilt auch bei Verwen-
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dung einer Zeichensoftware. Man beginnt am besten mit der letzten Zeichnung, bei der man den Mittelpunkt
des FEUERBACH-Kreises so lange variiert, bis er einen Kreis liefert, der durch die 9 Punkte geht. Dann kann
man aus dieser Zeichnung durch Weglassen von Linien und Bezeichnungen die anderen beiden Abbildungen
gewinnen.

Vor dem Beweis des Korollars sind einige Vorerdrterungen notig:

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit betrachtet man den Inkreis und einen beliebigen Ankreis des Dreiecks
ABC.

Weil der Inkreis mit einem Ankreis eines Dreiecks keine Punkte gemeinsam hat, gilt stets ‘MiMa > 1+ 1.

D. h., die beiden Kreise haben 4 gemeinsame Tangenten. Die Konfiguration ist zu d symmetrisch. Weil Tan-
gentenabschnitte an demselben Kreis gleich lang sind, ergeben sich die Benennungen in der obigen Zeichnung.

Letzteres angewandt auf die Punkte C und B fiihrt zu den folgenden Gleichungen:

n+te=f+g+m bzw. n+f=e+m+g

Die Differenz der beiden Gleichungen lautet: e —f = f — ¢

Hieraus folgte=f und n = g+ m. (1)
Aus der Symmetrie zu d folgt n=b—-calso g+m=b-c. (2)

Wir bendtigen einige einfache Kenntnisse aus der Kreisgeometrie der Anschauungsebene (siche MEYER [5] fiir
eine algebraische Herleitung und KRATZ [1] fiir einen mehr synthetischen Weg).

Definition 3.5: Die Abbildung P — P* heilit
Inversion oder Spiegelung am Kreis

k = k(M,r), wenn alle Punkte von k Fixpunkte
sind und fiir alle nicht auf k liegende Punkte P
gilt: Die Punkte M, P und P* sind kollinear und

‘W‘ W‘ =17 ist erfiillt.

Aus dem Kathetensatz des EUKLID folgt die
Gleichwertigkeit des in der Zeichnung
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angedeuteten Konstruktionsganges mit der definierenden Bedingung.

Die Inversion ist involutorisch, d. h. die gleiche Inversion zweimal nacheinander angewendet ergibt die identi-
sche Abbildung. Das Bild des Mittelpunktes M vom Inversionskreis ist ein Fernpunkt. Der Fernpunkt wird
umgekehrt also auf den Mittelpunkt abgebildet. Als Punktabbildung ist sie punkttreu, d. h. das Bild eines Punk-
tes ist ein Punkt. Das Bild eines Kreises kann deshalb ein Kreis oder eine Gerade sein, je nachdem der Kreis
nicht durch M bzw. durch M geht. Es wird also bei Inversion die Gesamtheit aus Geraden und Kreisen auf sich
abgebildet.

Ohne Beweis wird angegeben:

Hilfssatz 3.6: Jeder Kreis oder jede Gerade, die auf dem Inversionskreis senkrecht steht, bleibt als Ganzes
(nicht punktweise!) fix.

Beweisidee zu 3.4:
Man sucht zu der letzten Figur einen Inversionskreis, der den Inkreis und den Ankreis auf sich abbildet und
dabei den FEUERBACH-Kreis in eine Gerade iiberfiihrt, von der man beweist, dass sie den Inkreis und Ankreis
beriihrt. Dann gilt diese Eigenschaft wegen der Inzidenztreue der Abbildung auch fiir das Urbild, eben dem
FEUERBACH-KTreis.

Beweis zu 3.4 in Anlehnung an KRATZ [1] bzw. H. S. M. COXETER und S. L. GREITZER [1]):
Bezeichnet man die Beriihrpunkte der Dreiecksseite a mit dem Inkreis mit T; und mit dem Ankreis T,, so flihrt
der THALES-Kreis iiber T,T, mit Mittelpunkt M In- und Ankreis in sich {iber, weil beide auf dem THALES-

Kreis senkrecht stehen.
Wegen (1) ist M die Mitte A* der Dreiecksseite a und wegen (2) ist der

. . c
Radius des THALES-Kreises 1 = — 3)
M = A* ist also ein Punkt des FEUERBACH-Kreises und deshalb verwandelt die Inversion ihn in eine Gerade.
Der FEUERBACH-Kreis sei durch die Mitten A*, B* und C* der Dreiecksseiten definiert. Wir definieren die

Schnittpunkte der Geraden B*M und C*M mit der In- und Ankreis gemeinsamen Tangente B’C’ als B** bzw.
C** und beweisen, dass diese Punkte der Inversionsbedingung aus 3.5 geniigen.
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Die Geraden B*M und C*M sind parallel zu den Dreiecksseiten ¢ bzw. b. Es konnen also Vierstreckensitze
angewendet werden:

B**M S_M‘

B5C) B @
C**M [c**M _‘S_M‘ .
e X

Dividiert man die Gleichung (4) durch die Gleichung (5) so erhdlt man wegen Satz 1.5 und der Eigenschaft der
Punkte A*, B* und C*:

B**M ‘sc‘ b JC*M

C**M ‘SB‘ “oB*M
Aus letzterem folgt dann |B * M"B * *M| = |C * M"C * *M| . (6)
Nach (4) folgt:
B M
‘B **M‘ ‘BC‘ ‘SB‘ =(b- c)-E (7
-2 ®
258 i o o LTI
Aus Satz 1.5 folgt =— und damlt ; also ist ‘SB‘ = )
= S
ac a(b —-c)

Aus (8) und (9) findet man: ‘SM‘ 270 2(b )
+c +c

Setzt man dies mit (9) in (7) ein, so erhilt man:
_o) a(b—c)b+c) (b—c)
2(b+c)ac 2¢c

[B**M]= (b

Da ‘B * M‘ :g ist, erhdlt man also mit (6):

Fv[een] - ermje e - =L - of .

Letzteres gilt wegen (3). Damit liegen nach Definition 3.5 die Bildpunkte B** und C** auf der Tangente des
In- und Ankreises. W. z. b. w.

Es gibt noch viele interessante Aussagen iiber merkwiirdige Punkte und Linien im Dreieck. Man findet z. B.
Einschlagiges bei H. S. M. COXETER und S. L. GREITZER [1].

Die folgenden Aufgaben entstanden in Anlehnung an RENNER [1] und SCHEID [1]:

Aufgabe 3.1: Begriinde:

a) Die Kreise, die durch 2 Dreiecksecken und dem Hohenschnittpunkt festgelegt sind, sind alle
kongruent zum Umkreis des Dreiecks.

b) Die Hohen sind die Winkelhalbierenden des Dreiecks aus den HohenfulBpunkten.

¢) Der Umkreis des Dreiecks aus den HohenfuBBpunkten eines Dreiecks ABC halbiert die Seiten
des Dreiecks ABC.

d) Ineinem Dreieck ist die Strecke, die die Mitte einer Seite mit der Mitte des oberen Abschnitts
der zur Seite gehdrigen Hohe verbindet, gleich dem Radius des Umkreises.

e) In einem Dreieck bilden der Hohenschnittpunkt, der Schwerpunkt, der FEUERBACH-Punkt
und der Umkreismittelpunkt ein harmonisches Punktequadrupel.
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Aufgabe 3.2: Begriinde: Ein Dreieck ist genau dann gleichseitig, wenn sein FEUERBACH-Kreis mit dem
Inkreis tibereinstimmt.

4. Losungen

Die folgenden Abbildungen sind in aller Regel nicht maBstabsgerecht sondern stimmen nur bis auf Ahnlichkeit.
Alle Buchstaben werden normgerecht verwendet.

zu Aufgabe 1.1: Die beiden Zeichnungen zeigen links, wie es grundsatzlich geht. Rechts dgg. wird gezeigt, wie
man Linien sparen kann. Im Allgemeinen reicht es nicht, wenn man nur die rechte Zeichnung vorfiihrt und der
Schiiler so nicht von selbst auf diese Vereinfachung kommt. Auch sollte man nicht glauben, dass derartige
Uberlegungen im Computerzeitalter iiberfliissig sind, da jede Vereinfachung eines Konstruktions- oder Re-
chenganges auch im Computer die Genauigkeit hebt. Die rechte Zeitung ist die gesuchte Losung.

zu Aufgabe 1.2: Zeichnet man zur dufleren Winkelhalbierenden in C die Parallele BE, so erhélt man eine Vier-
NS

streckensatzfigur (vgl. die Abbildung bei der Aufgabenstellung) mit ﬁ = ‘_‘ . Man erkennt wieder F- und
BY| [EC

Z-Winkel und findet so %: /£ CEB = ZCBE. Also ist das Dreieck CBE gleichschenklig.

Die Giiltigkeit der Umkehrrichtung wird wortlich bei Satz 1.5 gezeigt.

zu Aufgabe 1.3:

Nach Satz 1.5 gilt b:26 cm = 6,5 cm:16,9 cm also b= 10 cm bzw. a: 26 cm = 10,4 cm : 16,9 cm und damit
a =16 cm. Fiir den Wert der Summe muss gelten a + b = 26,0 cm. Das ist erfiillt.

Die Zusatzfrage ist erfiillt, wenn a + b > 16,9 cm ist. Anderenfalls gibt es kein Dreieck.

zu Aufgabe 1.4: a+ b + ¢ = 25,0 cm. Die Lénge von c ist angegeben als ¢ = 5,1 cm + 3,4 cm = 8,5 cm. Zieht
man diesen Wert von 25,0 cm ab, so hat man die Voraussetzungen der Aufgabe 1.4 und kann im Weiteren wie
bei dieser Aufgabe verfahren.

zu Aufgabe 1.5:
a) Man trdgt auf den Schenkeln 5 bzw. 2 glei-
che Teile ab und verbindet die Endpunkte
durch eine Gerade c. Eine Parallele zu a
durch P liefert dann die Losung nach dem
Vierstreckensatz.

b) Die Schenkel des gegebenen Winkels seien a
und b. Man lege durch P eine Gerade paral-
lel zu b und teile die Strecke bis a auf ihr in
2 Teile der Lange 1 ein. Dann trage man auf
der anderen Seite von P fiinf solche Teile ab.
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Der Endpunkt sei L. Zeichne durch L eine Parallele zu a, die sich dann mit b in einem Punkt U schnei-
det. Die gesuchte Gerade durch P ist dann nach dem Vierstreckensatz UP.

zu Aufgabel.6: Man teilt die Strecke AB harmonisch wie bei Aufgabe 1.1 und zeichnet iiber XY den THA-
LES-Kreis.

zu Aufgabe 1.7: Man 16st zundchst wie bei Aufgabe 1.3, zeichnet dann zu ¢ Parallelen im Abstand h.. Es kann
bis auf Kongruenz und Einhaltung des Drehsinns keine, eine oder zwei Losungen geben. Im Fall h, = 3,0 cm
sind es 2 Losungen.

zu Aufgabe 1.8: Man 16st zunédchst wie bei Aufgabe 1.3, zeichnet dann in A den Winkel o und bekommt die
Losung.

zu Aufgabe 1.9: Man 16st zunédchst wie bei Aufgabe 1.3, zeichnet dann iiber AB den THALES-Kreis bzw. den

Peripheriewinkelkreis zu y = 60°. Die Schnittpunkte der beiden Kreise liefern dann bis auf Kongruenz eine
Losung.

zu Aufgabe 1.10: Man 16st zunéchst wie bei Aufgabe 1.3, zeichnet dann um den inneren Teilungspunkt X einen
Kreis mit dem Radius w,. Allgemein gibt es keine oder genau eine Losung bis auf Kongruenz und Einhaltung
des Drehsinns.

zu Aufgabe 1.11: Die Losung wird analog zu Aufgabe 1.10 durchgefiihrt, nur dass der Kreis um die Seitenmitte
von AB mit Radius s, gezeichnet wird.

zu Aufgabe 1.12: Diese Aufgabe hat nichts mit dem vorliegenden Lehrinhalt zu tun: Man zeichnet den Winkel
o und bekommt den Punkt C in der Hohe h.. Damit hat man die Mitte D der Seite b. Eine Parallele zu ¢ durch
D schneidet sich mit dem Kreis um A mit Radius s, in E; fiir i = 1 oder 2. Verbindet man E; mit C, so erhélt
man zwei Dreiecke, von denen nur eines den richtigen Drehsinn hat.

zu Aufgabe 1.13: X teile die Strecke ¢ in u und v ein. Zu A, B und dem inneren Teilungspunkt X findet man

analog zu Aufgabe 1.3 den dufleren Teilungspunkt Y und iiber XY den THALES-Kreis. Man zeichnet iiber AB

den Peripheriewinkelkreis zu y = 60°. Es gibt zwei Schnittpunkte. Unter Beriicksichtigung des Drehsinns fiihrt
nur einer zur Losung ABC.

zu Aufgabe 1.14: Diese Aufgabe hat nichts mit dem vorliegenden Lehrinhalt zu tun:

. 5 7,5
S = 6,4 cm+ 3,2 cm = 9,6 cm. Hieraus folgt s, = gsa =8,0cmund s, = ?sa =12,0 cm.

zu Aufgabe 1.15: ¢=12,0 cm + 9,0 cm = 21,0 cm. Man hat das folgende Gleichungssystem zu 16sen:
2 22 2

a"+b =21"cm

a:b=9:12

Losung: a= 19,6875 cm = 19,7 cm und b = 26,25 cm = 26,3 cm
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a und b sind jeweils gegeben; ¢ und d sind die Ergebnisse. Die Beweise werden mit dem Vierstreckensatz ge-

fuhrt.

zu Aufgabe 1.17: Man verfahrt wie bei Aufgabe 1.16 a) fiir die ersten beiden Dreiecksseiten. SchlieBlich macht
man das Gleiche fiir die zweite und dritte Seite. Dort wo sich die geometrischen Ortslinien schneiden, ist je-
weils der gesuchte Punkt. Man kann sich noch iiberlegen, weshalb die Linien der dritten Ecke durch die bereits

gefundenen Punkte gehen. Es gibt 4 Losungen.

zu Aufgabe 2.1: Man wird finden Avp=-1.

zu Aufgabe 2.2:

a) Meidet die Transversale das Dreieck, so trifft sie alle Geraden aulerhalb der Dreiecksseiten. Deshalb
sind alle erzielten Teilungsverhéltnisse negativ und ebenso das Produkt aus ihnen.

b) Trifft die Dreieckstransversale das Innere des Dreiecks und geht durch keine Ecke, dann trifft sie nach
dem Axiom von PASCH genau zwei Dreiecksseiten im Inneren. D. h. das Produkt ist abermals negativ.

zu Aufgabe 2.3: Geht man von der Losung zur
Aufgabe 1.2 und der Zeichnung beim Beweis
aus, so fehlt noch die Untersuchung des Falles,
dass die Transversale das Dreieck meidet; es
ergeben sich die gleichen Verhiltnisgleichun-
gen wie im Beweis.

zu Aufgabe 2.4: Das gesuchte Verhiltnis ist
ungefihr 1.

zu Aufgabe 2.5:
Man hat eine Figur, in der 2 Vierstreckensitze
abgelesen werden konnen:

BA _|AB  ICR[_[BP .

= =t——=und — = folg

cQl [P [AR] |AB

[BP |cQ |AR| [BP [AP| |AB]

zu Aufgabe 2.6

Die Aufgabe 2.5 liefert bereits ein Beispiel, bei
dem sich der Beweis des Satzes dndert. Das
liegt allerdings daran, dass S ,,ins Unendliche*
verschoben worden ist.

C*
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Leicht ist zu iiberpriifen: Der urspriingliche

Beweis funktioniert allerdings auch dann, wenn C
— wie in der nebenstehenden Figur — S im End-

lichen auB3erhalb des Dreiecks liegt.

A
Zu Aufgabe 2.7: Das Folgende bezieht sich auf a
die Figur beim Beweis nach BERNOULLI:
8 ' B

Nach MENELAOS gilt fiir die Transversale BR

— [AB] [sP| [AR] E i
im Dreieck APC: — - — — =-1
IBP| [SC| |CR]
Nach MENELAOS gilt fiir die Transversale AQ Q
im Dreieck PBC: ﬂ@@ =-1
|AB] [CQ| [sP|

Das Produkt der beiden Gleichungen liefert die Verhiltnisgleichung von CEVA.

zu Aufgabe 2.8:

1. Der GERONNE-Punkt: Die Tangentenab-
schnitte von einem Punkt an einen Kreis
sind gleich lang. Deshalb gilt:

a'b'¢"  c"a"b"
a"b"c" a"b"c¢"
Damit ist die Existenz von G bewiesen.

2. Ein dullerer GERONNE-Punkt:
Auch hier werden gleich lange Tangen-
tenabschnitte beriicksichtigt:
(a + a")b’c' _ c’(c + c')a" 1
a"b"(c + c’) a"c' (c + c’)

Damit ist die Existenz von G, bewiesen.

Woran liegt es, dass wir eigentlich keinen
Beweis haben schreiben miissen?

zu Aufgabe 2.9:

Man kann aber auch die drei &ufleren Ankreise
benutzen und erhilt einen so genannten NAGEL-
Punkt. Jede Dreiecksseite wird durch einen
Beriihrpunkt in zwei Abschnitte x* und x*“ zerlegt.
Da Tangentenabschnitte zu einem Kreis gleich
lang sind, kommt jeder dieser Abschnitte doppelt
vor.

Da Tangentenabschnitte zu einem Kreis gleich
lang sind, gilt:

C’ + bcc + b — c“ + a’ + a“ (1)
au + b’ + bcL — a’ + ch + C’ (2)
b” + C’ + C” — b’ + a” + a’ (3)

bzw.b’+a’+a” = b”+c’+¢” 39
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()-(2) ¢ —a”=a"-¢, dh a’=¢
(H)-3) b -c"=c¢-b, dh c’=b
2)-(3) b -a =a-b", dh b'=2a

Hieraus findet man a’b’c’ = a“b“c”. Nach der Umkehrung des Satzes 1.7 von CEVA schneiden sich also die
drei Ecktransversalen in einem Punkt N, der im Inneren des Dreiecks liegen muss, weil der Beriihrpunkt des
Ankreises jeweils die entsprechende Dreiecksseite im Inneren beriihrt.

Mit den Ankreisen kann man aber auch ei-
nen dulleren NAGEL-Punkt erhalten, indem
man wortlich wie oben schlieBt. Da dieses
Mal die Ecktransversalen durch &dullere
Beriihrpunkte der Ankreise gehen, liegen sie
aullerhalb des Dreiecks.

Interessant wire noch zu kldren, wie viele
dullere NAGEL-Punkte es gibt.

zu Aufgabe 2.10:
1. Weil sich die Geraden AQ, BR und CP C
in U schneiden und P die Mitte der
Strecke AB ist, gilt:
[AP|-[BQ|[CR| _ [BQ|-[CR| _

[PBJ-[QC|-[RA|  [QC]-[RA
B9 _]AR] b
od rq ;

Die Umkehrung des Vierstreckensatzes

ergibt damit, dass die Geraden RQ und

AB parallel sind.
Analog ergibt sich die zweite Parallelitéit, nur dass man hier den Punkt S nicht mehr willkiirlich wéh-

len kann, sondern darauf achten muss, dass AS durch v=RQ m CP geht.

—
o

Hieraus folgt

2. Aus der Parallelitdt von TS und RQ folgt nach dem Vierstreckensatz:

c1]_Jes

ITR| [sQ)

Weil V die Mitte von RQ ist, folgt hieraus:
[RPl-[cT]-sQ] =1

[PQl-[TR]-[CS]

Mit der Umkehrung des Satzes von CEVA folgt dann, dass sich die Geraden CP, RS und QT in einem
Punkt schneiden, der W genannt ist.
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, , IcP| [cA|
3. Nach dem Vierstreckensatz gilt: — = (N
Icv| [CR|
| o PA] [UB] [CR]
Im Dreieck ABR gilt fiir die Transversale PC nach MENELAOS: —_—i—— = —
[PB| [UR| |CA|
o . ‘ UB| _ _[cA|
Weil P die Mitte von AB ist, folgt hieraus: _—=—— )
|UR|  [CR|
. ‘ w08
Nach dem Vierstreckensatz gilt: —_— = 3)
|Uv| |UR|
Das gesuchte Doppelverhéltnis findet man durch Anwendung von (1), (2) und (3) in dieser Reihenfol-

ge:
jup e o] [ur
uvl _[ov| _ oy Jov]
lcP| |cA] |u  |uP|
eVl ferl - JUrR] oV
Also liegen diese vier Punkte harmonisch.

4. Z. B. ist ein weiteres harmonisches Quadrupel gegeben durch (U,W;V,C).

zu Aufgabe 2.11:
Da die projektive Abbildung nach Satz 2.7.4 Doppelverhéltnisse erhélt, liegt der Punkt Q in der Mitte von SB.

zu Aufgabe 2.12:

Bei der Verwendung der Sitze von MENELAOS
und von CEVA muss man jeweils kliren, auf
welches (Teil-)Dreieck und welche Gerade bzw.
auf welches (Teil-)Dreieck und welchen Punkt
sich der Einsatz bezieht.

Es ist auch zweckmiBig die Schreibweise der
vorkommenden Proportionen zu normieren.

Unter diesen Aspekten ist Aufgabe 2.12 ein Mus-
terbeispiel:

1. Satz des MENELAOS angewandt auf das Dreieck ABC und der Geraden YZ und Satz des CEVA angewandt
auf Dreieck ABC und dem Punkt S:

Also hat man das harmonische Punktequadrupel (B,C; Q,Y).

2. Satz des MENELAOS angewandt auf das Dreieck ASC und der Geraden YP und Satz des CEVA angewandt auf
Dr;cieck_ASC Eld dem Punkt B: - -
@@B =-1 bzw. @@@ =1. Der Quotient aus beiden ergibt ‘A_—X‘ :@ =—1.

5x] [er| [ar] 5q fer| [ar] ==
Also hat man das harmonische Punktequadrupel (A,S; X,Q).



45

3. Satz des MENELAOS angewandt auf das Dreieck RSP und der Geraden BC und Satz des CEVA angewandt auf

Dreieck RSP und dem Punkt A:

— = — =—1 bzw. — 17— 7= =1. Der Quotient aus beiden ergibt -

Y] [PX] _

— =7 =—1.
Ry [rx]

Also hat man das harmonische Punktequadrupel (P,R; X,Y). W. z. b. w.

zu Aufgabe 3.1:

Fiir die folgende Bearbeitung wird die Gesamtfigur wiederholt:

A

C* H B

Da z. B. H; die Strecke AH halbiert und HH; zu AC parallel ist, wird HH, von der Dreiecksseite AC hal-

biert; deshalb liegen die Punkte HH;HyH; zur Seite AC symmetrisch und der genannte Kreis ist zum FEUER-
BACH-Kreis kongruent. Dieser Kreis ist aber vom Dreieck H;H,H; Umkreis.

b) Da Hy, zu H beziiglich HH; symmetrisch liegt, halbiert H{H; den Winkel H,H;H der Gro8e . Betrachtet
man den FEUERBACH-Kreis als Peripheriewinkelkreis einmal beziiglich der Sehne H,Hy, so folgt hieraus, der
Winkel H,H.H, hat die GroBe 8. Andererseits kann man den FEUERBACH-Kreis als Peripheriewinkelkreis be-
ziiglich der Sehne H,H; auffassen und findet, dass die Hohe h, den Winkel H,H.H, halbiert.

¢) Die HohenfuBBpunkte bestimmen den FEUERBACH-Kreis, der eben auch durch die Seitenmitten geht.

d) Die genannte Strecke ist der Durchmesser des FEUERBACH-Kreises, weil die Endpunkte auf diesem Kreis
liegen und die beiden Punkte durch Spiegelung am Kreismittelpunkt F auseinander hervorgehen. Der Umkreis-
radius ist aber die Hélfte des Radius vom FEUERBACH-Kreis.

o . ‘FH‘ 1 ‘MS‘ 1 ) — 21—
e) Nach Konstruktion dieser Punkte gilt =— und — =—. Hieraus erhélt man ‘MS‘ = —‘MF ‘ .
MH 2 [H§ 2 3
=
Also gilt ebenfalls ﬁ = 3 Damit hat man das harmonische Quadrupel (M,F; S,H) erhalten.
MS

zu Aufgabe 3.2:
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Beim gleichseitigen Dreieck fallen die Punkte M, S, F und H zusammen. Die EULER-Gerade entartet zu einem
Punkt. Dariiber hinaus ist A* = H, usw. Da M auch der Mittelpunkt fiir den Inkreis und z. B. H, der
Beriihrpunkt des Inkreises mit der Seite a ist, fallen der FEUERBACH-Kreis und der Inkreis zusammen.

Umgekehrt, wenn der FEUERBACH-Kreis Inkreis ist, fallen die Punkte A* und H, usw. zusammen, was bedeu-
tet, dass die Hohe h, und die Mittelsenkrechte m, eine Linie sind usw. D. h. die klassischen Ecktransversalen
fallen alle zusammen, was nur beim gleichseitgen Dreieck vorkommt.

5. Schlussbemerkung

Es folgen einige Bemerkungen, weshalb die Behandlung des vorliegenden Stoffs am Gymnasium zumindest in
einer Begabtengruppe durchaus auch noch zu Beginn des 21. Jahrhunderts von Interesse ist.

Forschungsrelevant (vgl. BAPTIST [1]) wie im 19. Jahrhundert sind diese Dinge sicher nicht mehr. Trotzdem
handelt es sich um komplexe Ergebnisse der Elementargeometrie, die erst {iber viele Jahrhunderte hinweg ge-
funden werden konnten. Heute findet man hiervon kaum mehr etwas in der modernen mathematischen Litera-
tur und auch nicht mehr in den Schulbiichern. Es wire schade, wenn diese Ergebnisse verloren gehen wiirden,
steckt doch in ihnen ein Stiick Entwicklungsgeschichte der Mathematik und damit Kultur.

Diese Inhalte sind aber auch hinsichtlich der didaktischen Situation an der Schule interessant: Der Aufbau der
Elementargeometrie seit EUKLID hat geradezu in solch komplexen Aussagen wie den vorgelegten gegipfelt.
Leider hat die um 1900 beginnende Entfrachtung der mathematischen Lehrpline dazu gefiihrt, dass zwar
die Grundlagen hierzu dem Unterricht erhalten blieben, quasi also das Gerippe der Geoemtrie, das dazugehori-
ge Fleisch, eben Aussagen wie die vorgelegten, hat man ,,entfrachtet” mit dem Erfolg, dass man heute bereits
allen Ernstes die Frage diskutiert, weshalb immer noch das Gerippe unterrichtet wird, da man ja ohnedies am
Gymnasium nicht einsehen kann, wozu es gut ist und offenbar sich die mathematische Forschung hierfiir auch
nicht mehr intertessiert.

Dies ist natiirlich auch eine Folge des Siegeszugs der algebraischen Kalkiile, was sich auch auf das Schulcur-
riculum dahingehend auswirkte, dass viel zu oft z. B. Vektorrechnung zum Einsatz kommt, auch wenn dieser
Weg manchmal so umsténdlich wie nur moglich ist.

Einige Didaktiker haben sich zwar etwa ab 1975 (vgl. etwa MEYER [4]) im Rahmen des so genannten Ficher-
iibergriffs bemiiht, in anderer Form die planimetrischen Grundlagen wieder einzusetzen, doch muss zugegeben
werden, dass dann doch sehr hdufig zumindest der Lehrer Inhalte aulerhalb der Mathematik kennen muss, was
nicht immer gegeben ist und vor allem von vielen Lehrern abgelehnt wird.

So ergibt sich eine riesige Diskrepanz zwischen den Erfordernissen vieler Berufe und dem Unterricht am
Gymnasium in Geometrie, der in Geometrie so mager geworden ist, dass die meisten Absolventen und auch
spatere Natur- und Ingenieurwissenschaftler nicht mehr einsehen, weshalb iiberhaupt noch am Gymnasium
Geometrie gelehrt wird, wenn sie nicht zuféllig zu denen gehoren, die Geometrie im Beruf bendtigen. Man
kann sich zwar heute durch die Schaffung eines eigenen Faches Technik am Gymnasium erhoffen, dass der
1975 begonnene Ansto3 zum Fécheriibergriff eines Tages echt realisierbar wird. Zwischenzeitlich aber sollte
man zumindest den begabteren Schiilerinnen und Schiilern im Rahmen des klassischen Angebots an innerma-
thematischen Fragestellungen die Schwierigkeiten aber auch die Eleganz des Einsatzes geometrischer
Grundaussagen nahe bringen. Eines steht fest, wenn man im Unterricht alle komplexen Fragestellungen weg-
lasst, geraten die einzelnen Bausteine zu rasch in Vergessenheit und der Schiiler lernt nicht, Probleme in die
Grundbausteine aufzugliedern, wie dies die Anwenderpraxis erfordert.
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