Hans-Joachim Arnold

Uber Problemstellungen, an denen Schiiler mathematisches
Modellieren iiben konnen.
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1. Einleitung

Seit einigen Jahren veranstaltet der Fachbereich Mathematik der Gerhard Mercator-Universitdt Duisburg soge-
nannte "Modellierungswochen", deren Ziel darin besteht, dass die dazu eingeladenen Lehrer und Schiiler aus
Schulen der Umgebung sich darin iiben kdnnen, von uns, den Mitgliedern des Fachbereiches, gestellte Proble-
me zu l6sen, wozu es jeweils einer von den Schiilerinnen und Schiilern selbst zu vollziehenden mathematischen
Modellierung bedarf. Die Probleme sind dabei von uns so konzipiert, dass das fiir die Bearbeitung erforderliche
mathematische Vorwissen nicht den Kenntnisstand eines Schiilers der Oberstufe iibersteigt. Etwaige doch auf-
tretende Wissensliicken lassen sich leicht an Ort und Stelle beheben. Die Veranstaltungen haben im Kardinal-
Hengsbach-Haus in Essen-Siid stattgefunden, wo die Teilnehmer auch verkdstigt worden sind und iibernachtet
haben. Die erforderliche finanzielle Ausstattung stammte vom Regierungsprisidenten Diisseldorf und aus Zent-
ralmitteln der Universitét.

Die durch diese dufleren Voraussetzungen sehr gute Arbeitsatmosphére galt und gilt es nun wirkungsvoll zu
nutzen: Dazu miissen die zu bearbeitenden Modellierungsaufgaben so gestellt werden, dass sich an ihnen das
Interesse der Schiilerinnen und Schiiler nachhaltig entflammen kann, z. B. indem diese Aufgaben ausgehen von
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Schiilerfragen, die immer wieder gestellt werden, oder indem die Aufgaben authentische Probleme des Alltags
betreffen und das Interesse gerade dadurch erweckt wird, dass solche Problemlagen iiberhaupt mathematisch
interpretiert und damit zusammenhéngende Fragen durch Mathematik beantwortbar werden.

Eine weitere, besonders wichtige Forderung muss der Aufgabensteller befriedigen, will er dazu beitragen, dass
die Modellierungswoche einen wesentlichen Fortschritt bei den teilnehmenden Schiilerinnen und Schiilern
bewirken kann in deren mathematischer Kompetenz, was die Fahigkeit im Zugriff auf zu mathematisierende
Beziehungsgeflechte betrifft, die hinter den gestellten Problemen stehen und deren Mathematisierung zur Lo-
sung der Probleme flihren kdnnen.

Da es ja darum geht, mathematisch zu modellieren, ist der wichtigste Losungsschritt eben die Mathematisie-
rung. Dazu sind vorgegebene Beziehungen, die zunichst noch nicht in ihrer Operabilitidt durchschaut werden,
derart darzustellen, dass die Kern-Operationen, die jeweils relevant sind fiir die gestellten Probleme, klar her-
vor treten und verfiigbar werden. So entsteht Mathematik, so entsteht mathematisches Denken.

Jedem Mathematikstudenten wird schon im ersten Semester vermittelt, dass Transformationsgruppen als Bei-
spiel eines solchen Entstehungsprozesses von Mathematik gelten kdnnen; in ihnen ist einerseits jedes Element
ein Operator, der auf einer Grundmenge von Objekten operiert, aber die Gruppenelemente sind andererseits
auch selbst als neue Objekte neuen (Gruppen-) Operationen unterworfen.

Die Kernfrage, zu deren Beantwortung diese Note einen Beitrag leisten soll, lautet: Wie kann ein erkenntnis-
theoretisches Prinzip des Mathematisierens, wie es im Beispiel der Transformationsgruppen nur erst eben auf-
leuchtet, derart zum konstruktiven Konzept des Aufgabenstellers ausgestaltet werden, dass dabei zugleich die
lern- und die kognitionspsychologische Situation der Rezipienten (also der teilnehmenden Schiilerinnen und
Schiiler) angemessene Beriicksichtigung findet? - SchlieBlich soll sich die Mathematisierung in den Kdpfen
dieser Rezipienten konstruktiv ergeben.

Wer das Spatwerk von J. PIAGET [3 und 4] kennt, und es in das Gesamtwerk einzubetten weil3, kennt die Be-
griffe der ,,reflexiven Abstraktion": das réfléchissement, die réflexion und die pseudoempirische Abstraktion
(siche die Seiten 5 bis 7 in [3] und Seiten 297 bis 313 in [4]). Sie sind es, die es gilt, mit neuem Inhalt zu erfiil-
len und zu erhellen, damit sie Antworten auf die eben gestellte Fragen ermdglichen, die ja jeden Aufgabenstel-
ler interessieren miissen.

Die geneigte Leserin, der geneigte Leser braucht zu Beginn beim Studium der vorliegenden Note die genannten
Begriffe der reflexiven Abstraktion noch nicht im Detail zu kennen, sie werden aus ihrer Anwendung auf die
Konzeption von speziellen Modellierungsaufgaben im folgenden Text entwickelt und dann erst zwecks besse-
rer Verwendbarkeit bei der Stellung weiterer Aufgaben in dafiir geeigneter algebraischer Form generalisiert. So
entsteht zugleich ein Schliissel zum Verstdndnis der PIAGETschen Erkenntnistheorie und Epistemologie der
Mathematik, die bekanntlich alle Entwicklungsstufen des epistemischen Subjekts umfasst, also auch die der
Jahrgangsstufen 11-13, aus denen unsere Modellierer stammen.

Einerseits geht es darum, das Entwicklungsniveau dieser Jahrgéinge nicht zu iiberfordern, andererseits aber
auch nicht zu unterfordern.

Eine besondere Chance sieht der Autor dieser Note als Aufgabensteller darin, dass sich die Schiilerinnen und
Schiiler auf ihr geometrisches Anschauungs- und Vorstellungsvermdgen &hnlich wie auf einen Born verinner-
lichter mathematischer Kenntnisse und Kompetenzen stiitzen konnen und auf dieser Basis in entsprechend
gestellten Aufgaben sensomotorisches Material fiir die Darstellung der Kernoperationen finden. So kommen
auch Teilaspekte der in dieser Note dargestellten Modellierungen in den Blick, die sich als Aufgaben fiir jiinge-
re Schiiler eignen. Daher liegt der Gedanke nicht fern, an die Entwicklung vorbereitender Ubungen fiir die in
dieser Note dargestellten Aufgaben zu denken, die evtl. ein iiber Jahre sich erstreckendes, das Curriculum be-
gleitendes Programm ergeben kdnnten, um so die epistemologischen Zielvorstellungen noch viel effektiver in
der Schule zu verwirklichen, insbesondere auch bei den Schiilern ein Bewusstsein der fiir das Mathematisieren
wesentlichen Denklinien reifen und wachsen zu lassen.

Das Hauptanliegen des vorliegenden Artikels besteht darin, einen inneren Kern der allgemeinen Epistemologie
derart — durch Beispiele interpretiert — begrifflich zu prazisieren (sieche die Kapitel 3 und 4), dass dem Mathe-
matiklehrer eine tatséchlich anwendbare Theorie erwéchst, damit er den Boden fiir diejenigen (nicht notwendig
formalen) Konstruktionen, die seine Schiiler beim mathematisierenden Lernen ausfiihren, so kompetent berei-
ten kann, wie das ganz und gar unerlésslich fiir jede Lehre ist, wenn sie die Entfaltung der eigenstdndigen Fa-
higkeiten zum mathematischen Denken bei den Schiilern wirksam fordern und in etwa beobachtbar machen
soll.
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Es wird in Kapitel 4 der Begriff eines Handlungsfeldes definiert und algebraisiert, um Bedingungen an eine
problemorientierte Lehrsequenz derart zu postulieren, dass man sich als Lehrer bei der Erfiillung dieser Bedin-
gungen sicher sein kann, gewissen Grundbediirfnissen des Schiilers hinsichtlich seines Erkennens Rechnung zu
tragen. Es muss doch jeder Lehrer wissen, ob und wie der Schiiler ihm zu Gebote stehende Erkenntniswerkzeu-
ge einsetzen kann, um die ihm gestellte Aufgabe aus sich heraus 16sen zu konnen.

Das bedeutet, dass der Lehrer nicht nur sich selbst der fiir die jeweilige Problemsituation und die moglichen
Losungen notigen Operationen bewusst ist, sondern auch wei3, ob und wie seine Schiiler diese Operationen
erstens erhandeln und zweitens behandeln konnen, d. h. erstens ob und wie die Schiiler durch (vorgestellte)
Handlungen die Wirkung der Operationen auf die Objekte erfahren konnen, und zweitens wie sie diese Opera-
tionen selbst objektivieren und diese neuen Objekte derart représentieren konnen, dass die nun objektivierten
Operationen fiir die Schiiler miteinander verkniipfbar werden und auch die Ergebnisse des Verkniipfens eben-
falls so dargestellt werden, dass diese vielleicht nur vorldufigen Zwischenresultate weitergehendem Zugriff
seitens der Schiiler verfiigbar bleiben.

Besonders wichtig ist es dabei, dass der Kontakt zur urspriinglichen Problemebene nicht abreiflt, die Ergebnisse
und Resultate also im Hinblick auf die eingangs gestellten Fragen der Problemstellung fiir die Schiiler interpre-
tierbar sind. Allgemein diirfte bekannt sein, dass der Lehrer nicht etwa formales Denken als Darstellungsraum
fiir die Operationen (in jedem Fall) als geeignet im Unterricht ansehen darf, weil er dann im Allgemeinen keine
Chance hat, die Gedankenwelt seiner Rezipienten derart anzusprechen, dass eine effektive Kommunikation
iiber noch nicht formales, aber schon mathematisches Denken beim Probleme-l6sen zustande kommen kann.
Auch die spitere Einfiihrung der Schiiler in das Reich des Formalen ist dann kaum noch méglich, wenn ohne
die zuvor entwickelte Basis reflexiv abstrakter Denkweisen schon zur Unzeit Formalismus erzwungen worden
ist — und so nur Hass und Wut seitens der Rezipienten auf das Fach Mathematik verursacht wurde, weil sie
keine Chance hatten, den Lehrer wirklich zu verstehen, denn jedes wirkliche Verstehen ist ein (Nach-
)Konstruieren mit eigenen Erkenntnis-Werkzeugen.

Der Autor hofft darauf, dass interessierte Leser aus der Lehrerschaft sich durch diese Note angeregt
fiihlen, bei der weiteren schulischen Ausformung der Aufgabeninhalte und der Anwendung der Theorie
zur Aufgabenstellung mitzuwirken.

2. Eine ,,Richtung weisende* Aufgabe und ihre Losung.
Ein Raumschiff-Quartett begegnet sich im erdnahen Raum.

In diesem Kapitel wird zunéchst eine Modellierungsaufgabe nebst Losung vorgestellt. Da diese Aufgabe von
Schiilerinnen und Schiilern einer 11ten Klasse erfolgreich bearbeitet wurde (Anm. der Redaktion: Die Problem-
stellung kann auch bereits in Jahrgangsstufe 9 bei forderungswiirdigen Schiilerinnen und Schiilern in der vor-
liegenden Form praktiziert werden), kénnen wir anschlieend erdrtern, woran es gelegen haben mag, dass alle
Schwierigkeiten iiberwunden wurden und nur gelegentliche Tipps und Anregungen von unserer Seite ndtig
waren.

2.1 Die Vorgaben der Aufgabenstellung

Vier Raumschiffe A, B, C, D begegnen sich am Rande des Sonnensystems. Auf allen vier Schiffen sind die
Instrumente zur Bestimmung der Entfernung zu anderen Koérpern im Raum ausgefallen. A und D haben aufler-
dem jeden Funkkontakt verloren; B und C kdnnen noch senden und von der Bodenstation auf der Erde noch
empfangen werden. B und C haben Sichtkontakt sowohl zu A als auch zu D; zueinander haben B und C keinen
Sichtkontakt, die Richtung BC (von B nach C) kann ndmlich wegen interstellarer Materie im Raum zwischen B
und C nicht bestimmt werden. Dagegen konnen im Schiff B die Richtungen BA und BD festgestellt werden
und im Schiff C die Richtungen CA und CD. Von den Schiffen B und C konnen die dort ermittelten Messdaten
per Funk weitergegeben werden, insbesondere an die Bodenstation.

Die Richtungen BA, BD, CA, CD stehen also der Bodenstation zu Gebote.
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2.2 Fragen, die zur Bearbeitung durch die Schiiler anstehen.

Frage 2.2.1: Wie geht die Bodenstation vor, um aus
den Daten, die sie von den Schiffen B und C emp-
fangt, die Richtung AD zu ermitteln, wenn fiir die-
sen Zweck die Bestimmung der Raumkoordinaten
von B und C durch Funkpeilung wegen der groflen
Entfernung von der Erde als zu ungenau verworfen
werden muss?

Frage 2.2.2: Unter welchen Voraussetzungen iiber
die gegenseitige Position der vier Schiffe ist durch
die Richtungen BA, BD, CA, CD die Richtung AD
eindeutig bestimmt?

2.3 Vorbereitungen

Bevor die Schiiler mit den unter 2.2 aufgeworfenen Fragen mehr oder weniger allein gelassen werden, muss
freilich geklart werden, in welchem Sinne hier von Richtungen gesprochen wird. Denen, die den Vektorraum-
begriff bereits kennen, konnte man den Richtungsbegriff wie folgt definieren: Ist V ein Vektorraum iiber 3, so
sei auf der Menge V der Vektoren eine (Aquivalenz-)Relation ,,~“ dadurch definiert, dass man fiir zwei Vekto-
ren v;, v, €V setzt

Vi~ Vo,
wenn es eine positive reelle Zahl r gibt mit v, = v,r.

Die Klassen dieser Aquivalenzrelation nennen wir »Richtungen."

Den so bezeichneten Weg zur Erklarung des Begriffs ,,Richtung® mochte ich aber deshalb mit den Schiilern
nicht beschreiten, weil hier schon ein groBer Teil der zu leistenden Abstraktionsarbeit gewissermafen in Form
einer Vorleistung erbracht wird im Hinblick darauf, dass man auf dem Vektorbegriff fulit, den nicht alle Schii-
ler der 11ten und beginnenden 12ten Klasse bereits kennen; erst recht gilt dieses Bedenken, da wir ja erwédgen
wollen, wenigstens Teilaspekte der Aufgaben auch mit jiingeren Schiilern (ab Jahrgangsstufe 9) zu bearbeiten.
Es ist von daher unerlésslich, den Richtungsbe-
griff auf das Konzept eines Handlungsschemas
zu griinden, dessen sich der Rezipient, fiir den
die definierende Erkldarung abgegeben wird,
sicher sein kann, weil er in seinem Handeln {iber
das entsprechende Schema voll und ganz selbst
verfligt, es zur Anwendung bringen kann.

Ein solches Schema ist das Abtragen von Him-
melsrichtungen auf einer Landkarte von festen
Punkten aus, wodurch Strahlen in gewisser
Richtung entstehen.

Dies kann auch mit jiingeren Schiilern durch das
Anlegen einer Windrose aus Plastik (oder des
Geodreiecks) geschehen, deren Mittelpunkt auf
A gelegt wird und deren Nordpol nach oben
weist (auf der Landkarte bzw. dem Zeichenblatt,
das fiir die Landkarte gegeben ist).




Der Strahl wird dann durch geradlinige Verbin-
dung von A nach der Marke NO und weiter
dariiber hinaus konstruiert (2).

Von Bedeutung ist dabei das Bewusstsein, dass
alle (Himmels-) Richtungen der Ebene auf dem
Rand der Windrose markierbar sind (1), der
Konstruktion des jeweils entsprechenden Strahls
also zur Verfligung stehen. Somit wird auch
jede Richtung durch genau einen Strahl mit dem
Anfangspunkt A représentiert.

So bestimmen die Richtung mit der Marke ¢
(auf dem Rand der Windrose) und der Punkt A
(in der Mitte der Windrose) den Strahl von A in
Richtung c, den wir mit Ac bezeichnen.

Jeder von A verschiedene Punkt B des Strahls
Ac kann durch eine von A ausgehende (viel-
leicht nur symbolische) Handlung ,erreicht"
oder ,.erlangt" werden; man kann eine entspre-
chende Aussage in der folgenden Form ausspre-
chen:
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Von A gelangt man in Richtung ¢ nach B, und abgekiirzt dafiir schreiben AcB.

Dazu gehért also die

Definition 2.3.1: AcB: < A ¢ 3 B. AcB liest man auch als ,,Auf Ac liegt B*.

Wie man sofort sieht, gibt es zu jedem Punktepaar A # B genau eine Richtung ¢ mit AcB, wir kdnnen daher

auch

AB=c

setzen, gleichbedeutend mit AcB.

Ebenso wie man in der Ebene mit dem auf dem Rande der Windrose markierten Punkt als Stellvertreter der
Richtung ¢ zu irgendeinem Punkt A Strahlen Ac konstruieren kann, so lassen sich im Raum die Richtungen
durch Punkte auf der Oberfliche einer Kugel markieren und Strahlen Ac durch geradlinige Bewegung von A

iiber die Marke fiir ¢ erzeugen.

Der DurchstoBpunkt des Strahls Ac wird zur kenn-
zeichnenden Markierung der Richtung ¢ = AB
genommen und daher mit c oder AB bezeichnet.
Unsere Modellierungswochen-Teilnehmer hatten
keine nennenswerten Schwierigkeiten bei dieser
rdumlichen Verallgemeinerung des Windrosen-
Konzeptes.

Ebenfalls wurde relativ schnell Einigkeit dariiber
gewonnen, dass man solche Richtungskugeln (im
erdnahen Raum unseres Sonnensystems, siche 2.1)
nur zu justieren braucht durch die Richtungen von
ihrem Mittelpunkt zu gewissen Fixsternen, um dann
mit an gleichen Fixsternen justierten Kugeln in der
Bodenstation wie in den Schiffen - bei Einflihrung
von Koordinaten auf den Kugeln - dafiir sorgen zu
konnen, dass die Bodenstation versteht, von wel-
chen Richtungen in den von B und C eingehenden
Funkmeldungen die Rede ist.

Ac
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Nachdem nun der Richtungsbegriff in einer seine Darstellung als Handlungsschema nutzenden Form erklért ist,
kann die Bearbeitung des Fragenkomplexes 2.2 durch die Schiiler beginnen.

Es steht auBBer Frage, dass mit wesentlich jiingeren Schiilern im Rahmen einer unterrichtlichen Behandlung der
Thematik erst nach konkreten Handlungsphasen ein Konsens iiber den Richtungsbegriff erreicht werden kann.
Dem Verfasser scheint es von grofler Bedeutung zu sein, dass Schiiler stets wesentliche begriffliche Fortschritte
auf die Fortentwicklung ihrer eigenen Handlungsschematik griinden diirfen und dass der Unterricht dement-
sprechend organisiert sein sollte.

2.4 Bearbeitung des Fragenkomplexes 2.2

Die erste Frage des Komplexes und auch die zweite legen es nahe, zunéchst alle Vorgaben (siehe 2.1), insbe-
sondere die Richtungen BA, BD und CA, CD auf einer Richtungskugel mit dem Mittelpunkt M zu bezeichnen,
diese nach Aufgabenstellung als bestimmbar und bekannt vorausgesetzten Richtungen auf der Kugel in Er-
scheinung treten zu lassen. Als M kann hierbei jeder Punkt des Raums gewahlt werden.

Zwei mogliche Fragen, die sich die Aufgabenldser selbst stellen mogen oder die ihnen vom Aufgabensteller
vorgelegt werden konnten (zwecks Anregung zur Ideenfindung):

Frage 2.4.1: Welche Moglichkeiten der gegenseitigen Positionierung der Marken fiir BA, BD, CA, CD
auf der Richtungskugel gibt es?

Frage 2.4.2: Wo mag die fragliche Richtung AD im Vergleich zu den Marken BA, BD, CA, CD zu suchen
sein? Noch direkter gefragt:

Frage 2.4.2*: Wie liegt AD zu BA, BD und wie liegt AD zu CA, CD?

Fiir die Frage nach der eindeutigen Bestimmtheit von AD durch die Vorgaben liegt es nahe, zwei Fille getrennt
zu behandeln, ndmlich

Fall A: Es gibt unter den vier Schiffen keine drei paarweise verschiedenen, die kollinear (auf einer gemeinsa-
men Geraden) liegen. Wir sagen: Die Schiffe A, B, C, D befinden sich in allgemeiner Lage.

Fall B: Es gibt unter den vieren mindestens ein Tripel von paarweise verschiedenen Schiffen, die kollinear
zueinander liegen.

Wir behandeln zunachst den Fall A der allgemeinen Lage der vier Schiffe. Auf Grund dieser Fallvoraussetzung
folgt:

M, BA, BD nicht kollinear und

M, CA, CD nicht kollinear

Dabher gibt es genau eine Ebene § durch M, BA, BD und genau eine Ebene y durch M, CA, CD.

Um einer Beantwortung der Kernfrage (2.4.2*) niaher zu kommen, wéhlen wir von den beiden vorgegebenen
Richtungspaaren BA, BD und CA, CD zunéchst nur das eine aus, etwa

BA, BD (1

und fragen vorerst nach allen Richtungen AD, die mit der durch (1) gegebenen Teilinformation vertraglich
sind. Die so ins Auge gefasste Teilaufgabe bezieht sich ganz auf einen RichtungsgroBkreis der Richtungskugel
K, also gewissermafen auf eine Windrose. Den RichtungsgroBkreis kann man so betrachten, dass man ihn als
Kreis sieht (2). Statt M konnen wir auch B wahlen, da jeder Punkt des Raums als M gewéhlt werden kann (3).
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2) )
BA

BD

In der Figur (3) ist ein mdglicher Fall der Lage von A und D eingezeichnet und die zugehdrige Richtung AD
markiert.

Natiirlich kdnnen A und D irgendwo auf den Strahlen B(BA) bzw. B(BD) liegen. Welche Punkte auf der
Kreisperipherie kommen insgesamt als Marken fiir mogliche Richtungen AD in Frage fiir jemanden, der aufler
BA und BD keine weiteren Informationen hat?

Welche extremen Lagen von A und D sind denn mdglich? Wohin fillt in solchen Féllen die Markierung von

AD? Dazu betrachten wir zunéchst den Fall (4): A dicht bei B, D weit entfernt von B und danach (5) den um-
gekehrten Extremfall: A weit entfernt von B, D dicht bei B. Es ergeben sich fiir K N B die folgenden Bilder:

4) )

Welche Lehre ergibt sich aus diesen beiden extremeren Spezialfdllen? Anschaulich - oder pseudoempirisch,
was spiter erldutert werden wird - lautet diese Lehre:

Wir kénnen festhalten:

Ergebnis 2.4.1: AD liegt zwischen AB und BD,
d.h. auf dem kleineren der beiden
GroBkreisbogen, die durch AB
und BD auf K N B begrenzt
werden. Alle Punkte zwischen
AB und BD koénnen als AD (in
Vertrédglichkeit mit den Informa-
tionen BA, BD) auch tatsichlich
vorkommen.
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Setzt man diese Erkenntnis fiir das Richtungspaar CA, CD um, fiir das ja ganz analoge Voraussetzungen im
Fall A (den wir jetzt behandeln) bestehen — insbesondere im Hinblick darauf, dass auch CA, CD auf einem
eindeutig festgelegten Grofkreis K Ny liegen — so ergibt sich ganz entsprechend:

Ergebnis 2.4.2: AD liegt zwischen AC und CD.

Wir haben nun nur noch die beiden Ergebnisse 2.4.1 und 2.4.2 zu kombinieren. Bezeichnen wir die Zwischen-
rdume zwischen AB und BD bzw. zwischen AC und CD mit (AB)(BD) bzw. (AC)(CD), so ergibt sich als
Menge der AD, die mit den Vorgaben 2.1 vertriglich sind

(AB)(BD) N (AC)(CD).
Die Frage nach der Eindeutigkeit des AD lautet also nun so: Unter welchen Voraussetzungen gilt im Falle A
|(AB)(BD) N (AC)(CD) |=17?

Sicher wird die folgende Fallunterscheidung, welche den Fall A in zwei Félle aufspaltet, fiir die Antwort auf
diese Frage von Bedeutung sein; sie bezieht sich auf die oben bereits eingefiihrten Ebenen B (sie wurde von M,
BA, BD aufgespannt) und y (sie geht durch M, CA, CD).

FallA;: =7y
Fall A,: B#y

Wir behandeln zunéchst A;.

Mit Farbsaum ist der Bogen

(AB)(BD) n (AC)(CD) des GroBkreises der Rich-
tungskugel K, welcher durch die Ebene B = vy aus
der Kugel ausgeschnitten wird, gekennzeichnet.

Schon aus der Fallvoraussetzung A: Es gibt unter
den vier Schiffen keine drei paarweise verschiede-
ne, die kollinear liegen, folgt:

BA, AB #BD (sonst wire A, B, D ein kollineares Tripel),
CA, AC # CD (sonst wire A, C, D ein kollineares Tripel).

Da die Marken AB und BD also verschieden sind, und auch nicht entgegengesetzt, ist (AB)(BD) durch den
kleineren Bogen zwischen AB und BD auf B =y erklért. Entsprechendes gilt fiir (AC)(CD).

Wir werden nun zeigen, dass unter der jetzigen Fallvoraussetzung A, sicher
I(AB)(BD) N (AC)(CD) | # 1

gilt, denn dieser Schnitt enthilt sogar unendlich viele Elemente.

Denn jedenfalls gilt zundchst (AB)(BD) N (AC)(CD) # 9, da es ja immer eine Richtung AD gibt, nennen wir
sie (AD), , und diese sowohl zu (AB)(BD) als auch zu (AC)(CD) gehdren muss (siche oben). Da dieses eine
Element des Durchschnittes echt zwischen AB und BD liegt, gibt es in hinreichend kleiner Umgebung von
(AD); noch (unendlich viele) weitere Marken auf B mit derselben Eigenschaft, ndmlich sich zwischen AB
und BD zu befinden. Dasselbe gilt (fiir eine moglicherweise noch kleinere Umgebung auf y) beziiglich AC und
CD. Wir finden also eine Umgebung (die kleinere der beiden erwéhnten) von (AD),, in welcher sich (unendlich
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viele) weitere Marken befinden, die alle zum Durchschnitt (AB)(BD) N (AC)(CD) gehdren. Im Falle A; hat
sich damit ergeben |(AB)(BD) N (AC)(CD) | # 1.

Eindeutigkeit fir AD stellt sich also im Falle A; auf Grund der in den Vorgaben enthaltenen Informationen
nicht ein. Man beachte, dass der Schluss nur moglich war, weil (nach Fallvoraussetzung A;) B = 7y ist, also
auch KNPB=KNy.

Wir behandeln nun den Fall A,:

Mit B und vy sind nun auch die KugelgroBkreise K N B und K N y verschieden voneinander, haben also als
Schnitt ein Gegenpunktepaar der Richtungskugel.

Wir haben
(AB)(BD) N (AC)(CD) c KNBNK Ny =KNPNy.

Die rechte Seite besteht aus zwei Gegenpunkten der
Richtungskugel. Diese zwei Punkte konnen (da sie
sich insbesondere auf K N B gegeniiber liegen)
nicht beide in (AB)(BD) liegen, also erst recht nicht
in (AB)(BD) N (AC)(CD) .

Da @ # (AB)(BD) N (AC)(CD) echte Teilmenge
von K N B N vy ist, folgt nun tatséchlich

|(AB) (BD) N (AC) (CD) |=1.
Da der Fall A, genau dann vorliegt, wenn die Schiffe nicht in einer Ebene liegen, wir also von unabhéngiger
Position sprechen konnen, konnen wir in der so festgelegten Terminologie das folgende Teilergebnis ausspre-

chen:

Ergebnis 2.4.3: Sind die Schiffe unabhiingig positioniert, so reichen die Vorgaben aus fiir die eindeutige
Bestimmung von AD.

Damit ist der Fall A erledigt.

Wir kdnnen daher jetzt zum Fall B {ibergehen:

Lage das Paar B, C mit A oder mit D kollinear, wire also etwa A, B, C kollinear, so wiirde wegen der inter-
stellaren Materie zwischen B und C (siche 2.1) einer der drei folgenden Félle gelten:

A
C A
B
A C
oder oder
C
B B
das heif3t: das heif3t: das heif3t:
CA oder BA nicht messbar BA nicht messbar CA nicht messbar

Die Tripel A, B, C und entsprechend B, C, D kommen also in kollinearer Lage befindlich nicht in Betracht,
weil unsere Vorgaben die Bestimmbarkeit von CA, BA, ... vorsehen.
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So bleiben nur die Tripel A, B, D und A, C, D als in kollinearer Lage zu diskutieren.
Betrachten wir also

Fall B;: A, B, D kollinear
Fall B,: A, C, D kollinear

Wir behandeln zunéchst Fall B;:

In diesem Falle ist der vorausgesetzte Blickkontakt von B zu A und zu D (streng genommen) nur dann mog-
lich, wenn B zwischen A und D liegt, da andernfalls fiir das beobachtende Schiff B das Schiff A durch D oder
das Schiff D durch A verdeckt wird. Behandeln wir also zunichst den

Fall B ;: A, B, D kollinear und B liegt zwischen A D
und D.

In diesem Fall ist AD offenbar eindeutig bestimmt,
nédmlich durch AB = BD.

Man kann sich nun auf den Standpunkt stellen, dass unsere Vorgaben auch BA = BD enthalten konnen. Das
Argument mit dem gegenseitigen Verdecken von A und D fiir den Beobachter B kann vielleicht unberiicksich-
tigt bleiben, weil man evtl. aus der Vorgeschichte weil3, dass die Schiffe A und D hintereinander stehen, weil
diese Lage etwa eben erst eingetreten ist. Trotzdem weill man in B zunéchst nicht, ob (von B aus gesehen) A

vor D oder D vor A steht. Es ergeben sich die beiden folgenden Unterfille: D
Fall B,,: A, B, D kollinear und von B aus liegt A A

vor D.
Die Tréigergerade des kollinearen Tripels A, B, D
bezeichnen wir mit g. B

A

Fall B;5: A, B, D kollinear und von B aus liegt D

vor A. D

Aus der fiir beide Fille B;,, B;3 gemeinsamen

Gleichung BA = BD folgt dann fiir AD jedenfalls B

zundchst AD € {AB, BA}.

Wir haben aber noch die beiden Vorgaben CA, CD. Um sie richtig verwenden zu kénnen, ist es zundchst wich-
tig, dass wir einsehen:

In den Fillen B, , und B, ; gilt stets C ¢ g.

Andernfalls wiaren A, B, C kollinear; das haben
wir aber bereits ausgeschlossen.

Fiir die Schnittmenge, in der AD liegt, also fiir das Gegenpunktepaar AB und BA geschnitten mit dem kiirzeren
Kreisbogenstiick zwischen (AC) und (CD) ergibt sich wieder auf Grund derselben Schlussweise wie oben:

@ # {AB, BA} N (AC)(CD) ist echt enthalten in {AB, BA} und damit ist
[{AB, BA} N (AC)(CD)| = 1.

Damit ist der Fall B; abschlieBend behandelt. Wir konnen festhalten:
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Gibt es unter den vier Raumschifforten ein Tripel A, B, D von paarweise verschiedenen Schiffen, die kollinear
zueinander liegen, so ist die Richtung AD eindeutig auf Grund der Vorgaben bestimmbar.

Der Fall B, ist wegen der Symmetrie der Voraussetzungen fiir B und fiir C ganz entsprechend und mit dem-
selben Ergebnis zu behandeln. Daher konnen wir den Fall B als abgeschlossen betrachten.

Das Ergebnis lautet, dass im Falle B die Richtung AD eindeutig bestimmbar ist durch unsere Vorgaben.
Zusammenfassend konnen wir feststellen:

Ergebnis 2.4.4: Durch unsere Vorgaben ist AD genau dann eindeutig bestimmbar, wenn der Fall A,
(unabhingige Position) oder der Fall B (Existenz eines kollinearen Tripels) vorliegt.

2.5 Weitere Fragenkomplexe zur Aufgabe ,,Raumschiff Quartett*

Der erste Fragenkomplex (2.2) ist nun weitgehend beantwortet. Im engeren Zusammenhang mit 2.2 kénnten
noch Fragen aufgeworfen und behandelt werden, die sich auf die Griinde fiir die Ubermittelbarkeit der Rich-
tungsaussagen von den sendefdhigen Schiffen B und C an die Bodenstation beziechen.

Wir iibergehen solche Fragen in dieser Note im Hinblick darauf, dass — wie angekiindigt — zunichst das epi-
stemologisch Transferierbare an dieser Aufgabe in dieser Note herausgestellt werden soll. Erwdhnt sei jedoch
noch ein zweiter, geometrisch besonders interessanter Fragenkomplex. Dieser geht insofern von einer etwas
veranderten Basis an Voraussetzungen aus, als die Verhinderung des Sichtkontaktes zwischen B und C (durch
Linterstellare Materie*) nun fallen gelassen wird:

Sichtkontakt sei nun auch zwischen B und C méglich. Das bedeutet, dass nun auch die Richtung BC festgestellt
und der Bodenstation mitgeteilt werden kann. Diese hat also gegeniiber der zuvor gestellten Aufgabe einen
Zugewinn an Information gegeniiber den Vorgaben unter 2.1.

Es stellt sich nun die Frage: Wie sehr wirkt dieser Zugewinn sich aus auf die Fahigkeit, AD eindeutig bestim-
men zu koénnen?

Tatsdchlich ergibt sich, dass nun auch im Falle A; durch die fiinf Informationen BA, BD, CA, CD, BC die
Richtung AD eindeutig bestimmbar ist.

Die Eindeutigkeit der AD-Bestimmung ist also durch die um BC erweiterte Vorgabe nun generell bei ,,allge-
meiner Lage™ der Schiffe (siche die Definition des Falles A in 2.4) gegeben. Die Herleitung dieses Satzes sei
dem Leser iiberlassen. Man kann diesen Satz librigens auch in der folgenden Form notieren:

Fiir alle Paare {A, B, C, D}, {A’, B', C’, D’} von Quadrupeln von Punkten, die sich beide in allgemeiner
Lage befinden (siche 2.4) und fiir die gilt BA = B’A’, BD = B'D’, CA =C'A’, CD = C'D’, BC = B'C’ folgt
AD=A'D'".

3. Reflexive Abstraktion, entwickelt am Beispiel der in Kapitel 2
dargestellten Aufgabe

Als die Aufgabe zum ,,Raumschiff-Quartett ABCD (siehe Kapitel 2) wihrend der Modellierungswoche mit
zundchst ganz und gar unvorbereiteten Schiilerinnen und Schiilern im Beisein und unter Mitwirkung von zwei
Lehrern, die speziell auf diese Aufgabe zunichst ebenso unvorbereitet waren, zur Bearbeitung anstand, haben
wir zuerst zwei bis drei Stunden ein einfiihrendes Gespriach gefiihrt, wéhrend dessen von unserer Seite Darle-
gungen im Sinne von 2.3 eingebracht wurden. Dies war erforderlich, um den Schiilerinnen und Schiilern in
Ankniipfung an ihnen bekannte Handlungsschemata denjenigen Richtungsbegriff zu erldutern, an den in der
Aufgabe gedacht ist, und um ihnen einen ersten Hinweis darauf zu geben, wo und wie geeignete Darstellungen
von Richtungen (durch Markierung auf dem Rande einer Windrose/Richtungskugel) erfolgen konnen.
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Dabei wurde darauf geachtet, dass zundchst der operative Charakter der Richtungen c bei der Bildung der
Strahlen Ac durch konstruktiven Umgang mit der Windrose bzw. der Richtungskugel hervortreten konnte.
Auch die diesbeziiglichen Sprachformen - wie AcB als stenographische Abkiirzung fir

von A gelangt man in Richtung ¢ (= AB) nach B
wurden zum Gegenstand eingehender Erdrterung gemacht.

Die Richtungen treten dabei als Parameter auf, die in verbaler Form an Verben (hier: gelangen oder ausfiihrli-
cher gelangen in Richtung c) gebunden sind. Natiirlich haben Schiiler der 11ten Jahrgangsstufe lingst beziig-
lich des Bewusstseins von relevanten Bewegungen eines solchen Gelangens das Stadium der aufgeschobenen
Imitation erreicht, (welches PIAGET als das sechste Stadium der sensomotorischen Entwicklung bezeichnet
und) das sich auf die Fahigkeit bezieht, eine Abfolge physischer Handlungen (geistig) zu durchlaufen, auch
wenn die Wahrnehmungssituation, die urspiinglich zur Koordination dieser Abfolge gefiihrt hat, nicht aktuell
gegeben ist. Wenn diese aufgeschobene Ausfithrung also auch gar keine motorische Aktivitit verlangt, so leis-
tet sie doch die begriffliche Koordination des konstruierten Objektes (hier: der Richtung), es entsteht eine Re-
Prisentation.

ERNST VON GLASERSFELD schreibt dazu in seinem Werk ,,Radikaler Konstruktivismus® [1]:

,Fur PIAGET ist Re-Prisentation stets ein erneutes Durchspielen oder eine Re-Konstruktion einer vergangenen
Erfahrung aus dem Gedéchtnis ...

Soll vom Rezipienten die Erklarung (des Richtungsbegriffes) so ernst genommen werden, wie das fiir ein effek-
tives (Nach-) Vollziehen unerldsslich ist, so miissen solche Re-Prasentationen einbezogen werden, wobei es
darauf ankommt, dass sie Vorstellungen beinhalten, d. h. autonome Konstruktionen des Rezipienten sind. Dies
gilt ganz besonders, wenn die Erklédrung mit dem Ziel gemacht wird, den Rezipienten zu einer Mathematisie-
rung anzuregen, dazu den zunichst aus Erfahrungen heraus vorgestellten Richtungsbegriff spéter zur Befriedi-
gung weiter gehender Anspriiche (Lsung von Problemen) begrifflich neu zu modellieren, neu darzustellen.

In einer Aussage der Form
,»,Vom Punkt A gelangt man in Richtung ¢ zum Punkt B,

die stenographisch abgekiirzt AcB geschrieben werden kann, treten Symbole auf: A, c, ... Dazu gehdrt bereits
eine begriffliche Struktur, die sogar auch in einem gewissen Umfang schon verallgemeinert ist.

Der erste Teil der Vorbereitungen (in der Modellierungswoche wihrend des einleitenden Gespraches hier in der
Note unter 2.3) ist also ausgerichtet auf das Wiedererwecken einer Handlungsschematik der Richtungen und
dabei insbesondere auf die operative Anwendung von Richtungen ¢ auf Punkte A,

A, c — Ac = Strahl von A in Richtung c,

sowie auf die quasi-relationale Re-Prasentation von Ergebnissen der damit angesprochenen Aktionen in ver-
bal/symbolhafter Ausdrucksweise: AcB. Dadurch wird die Dignitét des zum Modellieren aufgerufenen Schii-
lers gewiirdigt, gewisse Vorstellungen werden im Vorfeld des ins Auge gefassten Vorhabens als seine autono-
men Voraussetzungen gewissermaflen ausdriicklich akkreditiert.

Der zweite vorbereitende Gesichtspunkt (siche 2.3) lenkt die Aufmerksamkeit darauf, die Richtungen selbst zu
objektivieren, sie nicht nur als Operationen zu verstehen, sondern auch sie durch das Setzen von Markierungs-
punkten auf dem Rande von Windrose/Richtungskugel neu darzustellen als Objekte. Solchen Objektivierungen
(von Operationen) hat H. AEBLI[1] in seinem zweibéndigen Werk ,,Das Ordnen des Tuns* breiten Raum gege-
ben.

Die Beziehung, welche gegeben wird durch die Zuordnung

Richtung ¢ — Punkt auf dem Kugelrand,
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die wir in 2.3 ausfiihrlich besprochen haben, ist umkehrbar eindeutig. Durch sie erhalten die sprachlichen Ge-
bilde der parametrisierten Verbformen (,,gelangen in Richtung c*) eine gewissermallen direkter verfligbare
Hilfestellung durch geeignete Objekte, an die man sich halten kann, eben jene Kugel-Rand-Punkte.

Diese objektivierende Darstellung der Richtungen ist aber nur der erste Schritt dessen, was PIAGET als
,Jéfléchissement* bezeichnen wiirde.

Zur Erlduterung dafiir, wie wir die PIAGET'sche ,,reflexive Abstraktion als den Prozess der Modellierung voll-
ziehend begreifen, sei etwas weiter ausgeholt:

PIAGET unterscheidet seine ,reflexive Abstraktion® von der ,,empirischen Abstraktion. Die letztere schopft aus
der sensomotorischen Erfahrung und ist durch die bloBe Isolierung gewisser Eigenschaften einer Erfahrung und
ihre Fixierung als wiederholbare Kombination zu charakterisieren. Anders verhilt es sich mit der reflexiven
Abstraktion, wo es um die Ideen geht, die der Geist durch das Reflektieren seiner eigenen Operationen gewinnt.
Ein erster Typ dieser Reflexion besteht in einem Prozess, welchen PIAGET als ,réfléchissement™ bezeichnet,
wohl am besten als ,,Projektion iibersetzt. Projiziert wird dabei jeweils eine mentale Operation, welche sich
auf einer bestimmten Ebene vollzieht, auf einer gewissermaflen héheren Ebene des Denkens.

Dabei werden die Operationen auf der urspriinglichen Ebene zu Objekten (auf der hoheren Ebene), mit denen
neu operiert wird, die in (neue) Beziehungen zueinander treten. Diese neuen Operationen und Beziehungen
(Relationen) werden natiirlich von der urspriinglichen Ebene her definiert und miissen zur Losung der gestell-
ten Probleme beitragen.

Im Falle unserer Aufgabe aus Kapitel 2 strebt der Problemlser zunédchst an, die Richtungen AD zu bestimmen,
die allein noch moglich sind auf Grund der Vorgaben BA, BD. Er wiinscht sich also eine Operation, die aus BA
und BD die moglichen AD liefert. Diese neue Operation, die er zu diesem Zweck auf Elemente des Darstel-
lungsbereiches Kugeloberflaiche anwenden kdnnte, gibt es zunédchst noch nicht; er muss sie also erst konstruie-
ren! Das gelingt nach einer Reihe von Versuchen mit speziell gewéhlten Lagen von A und D, die alle mit den
Vorgaben vertriglich sind, zunichst unter der Fallvoraussetzung A, der sogenannten allgemeinen Lage.

Wir halten fest: Erst dadurch, dass sich problemrelevante operative Beziechungen zwischen den Richtungen auf
der Kugeloberfliche kennzeichnen lassen, wird dieser Bereich des Kugelrandes ein Hort fiir jene zweite, hdhe-
re Denkebene.

Wer BA, BD hat (siche die Vorgaben 2.1), der hat auch mit BA die
Gegenrichtung AB = :BA ,

die ja diametral der Marke BA gegeniiber liegt. Unter der Voraussetzung A wurde dann (AB)(BD) als Menge
der Marken zwischen AB und BD erkldrbar (siehe 2.4). Zwar lasst sich dieser Zwischenbereich empirisch im
Hinblick auf die Vorgaben von den Markierungspunkten ablesen, hier liegt aber in PIAGETs Terminologie eine
Lpseudoempirische Abstraktion vor. Sie ist nicht schlicht empirisch, weil urspriinglich mentale Operationen
beteiligt sind, die Begriindung des Teilergebnisses

AD € (AB)(BD)

ist also endogenen Urspungs, wesentlich bestimmt durch das Tun des epistemischen Subjekts, unseres Model-
lierers.

1976 hat PIAGET [2] noch auf einen weiteren Aspekt der reflexiven Abstraktion (in seinem Werk ,.Die
Aquilibration der kognitiven Strukturen*) hingewiesen, und er hat diesen Hinweis auch 1977 im ersten seiner
zwei Bénde [3] liber die reflexive Abstraktion wiederholt:

Die reflexive Abstraktion verlangt immer zwei unzertrennliche Merkmale: réfléchissement, das heifit die Pro-
jektion eines Etwas von einer gegebenen Ebene auf eine hohere Ebene, sowie réflexion im Sinne einer (mehr
oder minder bewussten) kognitiven Rekonstruktion oder Reorganisation des Ubertragenen.

Wie unzertrennlich diese stdndige Rekonstruktion des Projizierten vom réfléchissement ist, zeigt sich schon in
Kapitel 2.4 bei der Ableitung von ( 2.4.2%*), wo stidndig auf die Definition des réfléchissement fiir die Riickin-
terpretation eingegangen wird. Jede vollstdndige Abkoppelung der Geometrie auf der Kugel von ihrer Bedeu-
tung fiir die urspriingliche Problemebene (und das wire ja der Verzicht auf Rekonstruktion), miisste dazu fiih-
ren, dass das Problem eben nicht gelost werden wiirde. Es kdme dann ja auch nicht der Zwischenbereich
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(AB)(BD) als die Menge aller moglichen AD heraus, die mit den Informationen BA, BD vertriglich, also auf
Grund dieser beiden Informationen allein noch méglich sind. Treten dann noch CA, CD hinzu, so folgt (bei der
Fallvoraussetzung A)

AD € (AB)(BD) N (AC)(CD),

weil das ja nur bedeutet
AD € (AB)(BD) und AD € (AC)(CD).
Wir gehen nochmals im Falle A auf die Herleitung von Ergebnis 2.4.1
AD e (AB)(BD): = Menge der Marken zwischen AB und BD
ein, weil hier die ,,unzertrennliche” Bindung von
réfléchissement und réflexion besonders deutlich
wird. Zunichst sei der durch Probieren gewonnene

Einstieg in diese Einsicht anhand der neben stehen-
den Figur wiederholt.

Dabei sind A, A’, A” verschiedene mogliche Lagen
von A und A
D, D', D" verschiedene mogliche Lagen von D.

Natiirlich ist ein solches rein anschauliches Erken-
nen von

AD, A'D', A"D", ... € (AB)(BD)

und weiter von
(AB)(BD) = Menge der Richtungsmarken AD fiir
alle (beim Informationsstand BA, BD noch mdgli-

chen) Lagen von A und D

nicht so befriedigend wie es ein Beweis wére.

Zum Zwecke der Beweisfiihrung sei auf den folgenden Satz der angeordneten affinen Geometrie verwiesen,
der auch als Axiom eingesetzt wird. Dieses Axiom besagt:

Axiom 3.1 der affinen Ebene: Zu vorgegebenem Dreieck B’, A’, D’ folgt fiir jedes Punktepaar B, A mit
BA =B'A’ die Existenz eines Punktes D mit AD = A'D' und BD =B'D'.

Hierzu die folgenden Zeichnungen:
Al

~>p
Aus und folgt -
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Insbesondere kann B = B' vorgegeben werden.
Dann liefert das eben zitierte Axiom die folgende
Aussage:

Satz 3.2: Zu vorgegebenem Dreieck B, A’, D' folgt
fiir ein A mit BA =BA’ die Existenz eines D*
mit AD* = A'D’ und BD* =BD'.

Wir betrachten nun die beiden uns bekannten Strah- B(BA)

len B(BA) und B(BD) und wihlen A beliebig, aber

fest, auf B(BA) und lassen A’ frei auf B(BA) B(BD)
wihlbar, ferner D' frei auf B(BD).

Dann kann die Fiille der Richtungen A'D’ (die wir
ja weiter oben ins Kalkiil ziehen mussten) auch
dargestellt werden in der Form

AD*

mit jenem fest gewdhlten A und jeweils geeignet \/«
.. *

existierenden D*e B(BD). D;

Aus obigem Satz/Axiom folgt, dass
M: = {AD*D* € B(BD)}

die Menge aller mit den Informationen BA und BD
vereinbaren Richtungen AD ist.

Die Richtungen, die Elemente von M sind, sind also die relevanten, sie fithren ihrer Definition nach von A
abgetragen zu den Strahlen zwischen A(AB) und A(BD).

So wie diese Strahlen den Winkelraum zwischen A(AB) und A(BD) ausfiillen, machen die zu ihnen parallelen
Strahlen vom Punkte B den Winkelraum (siehe die letzte Figur) zwischen B(AB) und B(BD) aus (gleich lie-
gende Winkel an Parallelen!), d. h. die Elemente von M werden durch die Punkte zwischen AB und BD auf
dem Kreisrand markiert; damit ist nachgewiesen:

M = (AB)(BD)

Die réflexion und das réfléchissement sind hier im Prozess der Konstruktion der Menge M der moglichen Rich-

tungen AD (zunichst fiir die Vorgabe von BA, BD, also auch von AB = BA und BD) eng verzahnt; das er-
kennt man u. a. daran, dass der Zwischenbegriff sowohl fiir Strahlen, also im Bereich der ersten Objekte (Punk-
te, Punktmengen) gebraucht wird, als auch im Bereich der Marken, also der zweiten Objekte (Richtungen) und
damit auf jener hoheren Ebene des Denkens, wo die operativen Richtungen objektiviert werden.

Freilich wird hier auch die Reflexion insofern das Werk des Denkens, als eine retroaktive Thematisierung ein-
setzt, welche erst durch einen Beweis der zur Konstruktion herangezogenen Einsichten befriedigt wird, von
Einsichten ndmlich, die zunichst durch Probieren gewonnen wurden, also streng genommen nur vermutet wer-
den konnten. Nun wurde vertiefend nach Axiomen Ausschau gehalten als Boden einer beweisenden Begriin-
dung jener Einsichten. PIAGET spricht bei einem solchen Vorgehen ,,in spéteren Stadien” von einem ,,Reflektie-
ren der Reflexion®, von ,,abstraction réfléchie” (reflektierter Abstraktion) oder von ,,pensée réflexive (reflek-
tiertem Denken), siche [3], Seite 6 f. und [4], Seite 312 f.
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Die mathematische Modellierung, die wir als die Entwicklung verstehen, welche sich letztlich aus
réfléchissement und réflexion in retroaktiver Thematisierung ergibt, besteht darin, ein Axiomensystem zu er-
stellen, das alle erforderlichen Einsichten zur Losung der gestellten Probleme herzuleiten erlaubt.

Das mag als ein zu hoch gestecktes Ziel fiir ein schulisches Projekt erscheinen. Axiomatisieren auf der Schule?

Dass dies mit einem kleinen, in der Natur der Sache liegenden Abstrich, wenn es denn einer ist, vonstatten
gehen kann, und dass schiilereigenes Axiomatisieren in wohlverstandenem Sinne sehr wohl bildend sein kann,
hat H. FRUEDENTHAL [1] in dem Artikel ,,Was ist Axiomatik und welchen Bildungssinn kann sie haben® niher
ausgefiihrt. Es wird in diesem Artikel ndmlich der Begriff des lokalen Ordnens wie folgt erldutert:

,»Es blieb nichts anderes librig, als die Wirklichkeit zu ordnen, Bezichungsgefiige herzustellen und sie bis zu
einem Horizont der Evidenz zu fiihren, der nicht genau festgelegt und recht variabel war. Ich habe diese Fahig-
keit die des lokalen Ordnens genannt. Wir betreiben sie in allen Wissenschaften, auch in der Mathematik, ganz
im kleinen oder in weiterem Umfang, bis zu einem Horizont, wo man das Definieren und Begriinden aufgibt,
provisorisch oder definitiv, zweckmaBigkeitshalber oder prinzipiell.

Genau diese Fahigkeit ist es, die das Axiomatisieren in der Form des lokalen Ordnens, wie FRUEDENTHAL es
hier beschreibt, als schiilereigene Aktivitdt in einem Mathematikunterricht erscheinen 14sst, wenn dieser Unter-
richt sich als geeignet erweist, die Schiiler aufmerksam werden zu lassen auf ihre eigenen Fortschritte im Mo-
dellieren des Hintergrundes eines ihnen gestellten Problems.

Ein erfahrener Lehrer, der sich selbst des Modellierens durch das Axiomatisieren bewusst ist, wird es als eine
schone Aufgabe empfinden, den hier nur angedeuteten Fortschritt von der blo durch Probieren erfolgenden
Findung der geometrischen Orte fiir AD zur auf einem evidenten Sachverhalt griindenden Herleitung noch
weiter so auszugestalten, dass die Schiiler nicht etwa fertige Axiomatik vorgesetzt bekommen, sondern sich fiir
von ihnen zunichst nur erhandelte Einsichten nun auch beweisende Begriindungen wiinschend, diese gewin-
nen, indem sie selbst lokal ordnend nach geeigneten, evidenten Aussagen als Boden fiir die von ihnen ge-
wiinschten Begriindungen suchen und diese auch tatséchlich finden kénnen (mdglichst selbsténdig).

Insofern fordert die oben angegebene Herleitung auf Basis des angegebenen Axioms noch wichtige padagogi-
sche Arbeit heraus.

Die im Rahmen der Zielsetzung dieser Note gestellte wichtigste Tatigkeit der Aufgabenldser ist aber das Fin-
den und Verfligbarmachen der Kernoperationen (AB)(BD), (AC)(CD) und die Bildung von

(AB)(BD) N (AC)(CD)
als des geometrischen Ortes fiir die gesuchten AD.

Die Prinzipien der reflexiven Abstraktion (réfléchissement, pseudo-empirische Abstraktion, réflexion,
abstraction réfléchie, siche oben) lassen sich zwar in der oben dargestellten Form auf die Findung der Kernope-
rationen beziehen, um das Beziehungsgeflecht zwischen den Vorgaben BA, BD, CA, CD und der unbekannten
Richtung AD konstruktiv aufzuklédren, aber es bleibt der umso dringlichere Wunsch nach einem etwas engeren
Rahmen, in den die Aufgabe des Raumschiff-Quartetts passt, der aber selbst mathematisch stringent definiert
ist und es doch gestattet, nach weiteren Modellen von Modellierungen mit dhnlicher Denkstruktur Ausschau zu
halten.

Der néchste Paragraph stellt sich daher die Frage: Konnen wir die Struktur der oben diskutierten Modellie-
rungsaufgabe (Raumschiff-Quartett) und ihrer Losung im Hinblick auf die innewohnende reflexive Abstraktion
derart generalisieren, dass sich weitere Problemstellungen (auf moglicherweise ganz anderen Gebieten) unter
denselben Hut bringen lassen? Dadurch wiirden wir ja eine erkenntnistheoretisch fundierte Richtschnur erhal-
ten fiir die Konzeption neuer Modellierungsaufgaben.



25

4. Generalisierung und Algebraisierung

4.1 Parametrisierte Verbformen. Bindare Handlungsfelder und binédre Relative

Vorangestellt sei eine Bemerkung von M. PASCH (1843-1930) aus seinen ,,Vorlesungen iiber neuere Geomet-
rie“ aus dem Jahr 1882 [1]: ,Jede Wissenschaft schopft einen Teil ihres Stoffes aus der Sprache des tiglichen
Lebens.*

In diesem Kapitel erfolgt eine Modellierung, die aber zunichst nur fiir die Lehrer und (noch) nicht fiir die
Schiiler bestimmt ist. Es wird ndmlich versucht, eine gewisse Klasse von Modellierungsaufgaben (fiir Schiiler)
selbst mit einer mathematischen Modellierung zu versehen, wobei die Elemente dieser Klasse dhnlich wie das
Raumschiff-Quartett (das selbst natiirlich zu den Elementen der Klasse gehdren wird) reflexiv abstrakt behan-
delbar sein sollen. Dazu setzen wir an mit einer sprachlichen Begriffsbildung, ndmlich mit der Definition der
sogenannten parametrisierten Verbform:

Definition 4.1.1:
a) Wir sprechen von einer parametrisierten Verbform v(-) beziiglich einer (nicht leeren) Ob-

jektmenge IT und einer (nicht leeren) Parametermenge P,
wenn ein sprachliches Gebilde v(*) derart gegeben ist, dass es durch Einsetzen eines beliebigen
Parameters p € P zu einer Aussage v(p) wird,
durch welches Paare von Objekten (Ay, A;) € [T x IT in Bezug gesetzt werden.
D. h. fiir das Tripel (I1, P, v(*)) gibt es zu jedem p € P eine zweistellige Aussageform

V(p) Xo X1. (1)
Durch Einsetzen von Ay, A; in die Leerstellen x,, x; wird (1) zu einer sinnvollen Aussage. Das
Ergebnis einer solchen Einsetzung in (1), also

v(p) AgA, (1h
muss gegebenenfalls als prinzipiell auf Wahrheit hin tiberpriifbar angesehen werden kdnnen.

b) Das Tripel (I1, P, v(*)) nennen wir dann ein bindres Handlungsfeld.

Natiirlich haben wir fast schon ein Beispiel, wenn wir als Objektmenge IT die Menge der Raumpunkte (des
Anschauungsraumes) nehmen, als Parametermenge P die Menge der Richtungen p und als parametrisierte
Verbform ,,Man gelangt in Richtung (*) ", so dass die Aussageform (1) lautet:

,»Man gelangt in Richtung p von x, nach x,.*

Aus formalen Griinden, die gleich noch ersichtlich werden, ist es zweckmifBig, zu den bisher betrachteten Rich-
tungen noch ein gewissermalien neutrales Element e hinzuzufiigen und zwar mit der MaB3gabe:

Definition 4.1.2: Es gibt einen sogenannten neutralen Parameter ¢ in P mit den Eigenschaften:
v(e)AA ist wahr fir alle A aus [1.
v(p)AA ist falsch firr alle p # e und fiir alle A aus [[.

Im Falle des Raumschiffsquartetts heifit dies: ,,Man gelangt in Richtung ¢ von A nach A* ist wahr fiir alle

Punkte A und ,,Man gelangt in Richtung p von A nach A“ ist falsch fiir alle Richtungen p # e und alle Punkte
A.

Die um e ergénzte Menge der Richtungen bildet die Parametermenge des Handlungsfeldes der Richtungen.

Nun sei (IT, P, v(*)) ein beliebig vorgegebenes bindres Handlungsfeld, dann kdnnen wir jedem Parameter
p € P die wie folgt definierte binire Relation p’ auf der Menge I'1 zuordnen:

Definition 4.1.3: Es sei (I, P, v(*)) ein bindres Handlungsfeld. Zu jedem Parameter p aus P wird die
biniire Relation p’ zugeordnet geméas:
P':={(Ao, A) | Ag €l und A, €Il und v(p) Ag A, } c TI1xII 2)
Statt (Ag, A;) € p’ schreiben wir auch Ayp’A;.
Indem wir setzen R: = {p’'|p € P }, ldsst sich
zum Handlungsfeld (I1, P, v(*)) gehoriges binires Relativ (I, R) zuordnen.
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Fiir die bindren Handlungsfelder postulieren wir nun ein Axiom, dessen Giiltigkeit fiir die Gleichwertigkeit der
Begriffe bindres Handlungsfeld und bindires Relativ notig ist:

Reduktionsaxiom 4.1.3: Aus p;"= p,’ folgt p; = p..

Satz 4.1.4: Das bindre Handlungsfeld der Richtungen (siehe Kapitel 2) geniigt dem Reduktionsaxiom.

Beweis: Offenbar gilt im Handlungsfeld der Richtungen:

Fiir alle Ag und fiir alle A; gibt es genau ein p mit v(p)AyA,. 3)
Fiir alle p gibt es Ay und gibt es Ay, so dass gilt: v(p)AyA;. 4)
Zum Beweis der Giiltigkeit des Reduktionsaxioms seien beliebig vorgegeben p,, p, €P mit

pi' = p2'; ®)]
wegen (4) gibt es zu p; Punkte Ay, A; aus IT mit

Agpi'A

nach Definition von p;’. Daher gilt nach Voraussetzung (5)
A() pl'Al und A() pZ’Al bzw.
V(p)Ag Ay und v(p2)AAi.
Aus der letzten Aussage folgt mit (3) p; = p,.

Wir lassen im Weiteren nur solche biniiren Handlungsfelder zu, welche dem Reduktionsaxiom geniigen.

Definition 4.1.5: Zwei Handlungsfelder (I1;, Py, v{(.)) und (I1,, P, v,(.)) heiBlen isomorph, wenn es zwei
Bijektionen o und t gibt, wobei

o: I} —» I, TP, > P,
€ € c c
A= Ao pl— pr
und hierfir gilt:
Vl(p)A()Al = Vz(pT)A()GAlG fur alle p e P1 und Ao, A1 in Hl. (6)
Definition 4.1.6: Zwei Relative (IT;, R,) und (I1, R,) heiflen isomorph, wenn es zwei Bijektionen ¢ und 3
gibt, wobei
o: I} —» I, B: R, > R,
€ € c e
A |- Ac b |— bp

und hierfir gilt:
A()bA1 = (A()G)bB(AlCF) fur alleb € R1 und A(), A1 in Hl. (7)

Unter dieser Voraussetzung gilt der folgende Satz:
Satz 4.1.7: Zwei bindre Handlungsfelder sind genau dann isomorph zueinander, wenn die zugehorigen bindren
Relative es sind.
Beweis:
1. Zunidchst sei (IT;, Py, vi(*)) = (I1y, Py, vo(+)) vorausgesetzt; zu zeigen ist (I1;, Ry) = (I1, R,) fiir die zuge-
horigen Relative. Nach Voraussetzung haben wir Bijektionen 6 : I1; — Il,, t:P; — P, mit (6).

Da wegen der ebenfalls vorausgesetzten Giiltigkeit des Reduktionsaxioms die Abbildungen

Pi and P”i:Ri, also
pi |— p'i fir i=1,2 je eine Bijektion darstellen, wird mit t

R1 = P1’ and P1 and P2 and Pz’:Rz, also
pi'|— pi |— pit |— (pi7)’, eine Bijektion

B:R; — R, durch
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pi' = (p17) =: pi'B definiert.

Ferner folgt

Agpi’'A; < vi(p) Ag Ay
< Va(pi1) Ao Ao
< (Ao) (pi7)’ (Aj0)
< (Ao) (p'1B) (Aio)

Damit verfiigen wir liber zwei Bijektionen

O . Hl — Hz mit und B: R] i R2 mit

A |- Ao p'1 = p'iB,
fiir welche gilt: A) P'1 A1 (Aw) 't B(A0) 7
und das bedeutet: (IT;, Ry) = (ITp, Ry)

fiir die beiden jeweils zugehorigen bindren Relative (IT;, R;) und (I',, R,).

2. Wird die Isomorphie der Relative vorausgesetzt, so konnen wir von der Vorgabe zweier Bijektionen
o: II; —» I, und B:R; — R, mit (7) ausgehen.

Da das Setzen des Striches stets eine Bijektion des jeweiligen P auf P' ist, konnen wir eine Abbildung
1: Py — P, derart definieren, dass gilt

P = pi'B. ®)

Diese Abbildung t ist offensichtlich als Komposition von Bijektionen selbst bijektiv. Die Isomorphie der
bindren Handlungsfelder (I1;, Py, vi(+)) und (I1y, Py, vo(+)) ergibt sich wie folgt:

vi(p) AgA; < Ay pi’ A
< (A0) p'iB (As0)
< (Ago) (pi1)" Ajo wegen (8)
< V2(p11) (Ago) (A0)

Damit ist der obige Satz bewiesen.

Wir konnen also die mathematisch interessanten Seiten, welche die Struktur eines Handlungsfeldes betreffen,
auch an den zugehorigen bindren Relativen untersuchen. Daran kniipft sich eine weitere Frage: Ist jedes binédre
Relativ (TT, R) das zugehorige Relativ eines geeigneten bindren Handlungsfeldes? Oder ist etwa die Eigen-
schaft, in diesem Sinne zugehorig zu sein, fiir Relative bereits einschrinkend?

Dazu sei ein beliebiges bindres Relativ (I, R) vorgegeben. Wir ordnen ihm wie folgt ein bindres Handlungs-
feld (I1, R, v(*)) zu. Hier sind die Elemente von R gewisse Teilmengen von IT x IT; nicht von vornherein ist
irgendein Bezug zu den Parametern eines Handlungsfeldes gegeben. Ein solcher soll vielmehr erst hergestellt
werden. Daher treten die Elemente von R zunichst ohne Strich ,,' “ in Erscheinung.

Fiir alle b € R sprechen wir zu diesem Zweck die Aussagen der Art AjbA,, die durch das vorgegebene Relativ
ja vorgegeben werden, wie folgt aus:

Man verbindet durch b (den Punkt) Ay mit (dem Punkt) A,
- J
Y

v(b)

und erhilt so mit der Objektmenge I1, der Parametermenge R und der parametrisierten Verbform v(*): ,,Man
verbindet durch® ein bindres Handlungsfeld (I, R, v(*)) , von dem wir fiir den Beweis, dass das beliebig vor-
gegebene bindre Relativ zu diesem Handlungsfeld gehort, noch zeigen miissen

b'=bfirallebeR. )
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Der Nachweis von (9): b’ = {(Aq, A;) | Man verbindet durch b das A, mitdem A,.}
= {(Ag, A1) | AgbAs}
b

Allerdings miissen wir auch noch zeigen, dass das konstruierte (IT, R, v(:)) dem Reduktionsaxiom geniigt. Der
Nachweis der Giiltigkeit ergibt sich leicht aus (9):

b’l = b’z
b’y = by, by = b,
b1 = b2

Wir haben damit das folgende

Lemma 4.1.8: Zu jedem bindren Relativ (I1, R) gibt es ein bindres Handlungsfeld, dem das Relativ zugehort.

4.2 Interpretation und ein weiteres Beispiel

Halten wir ein, um der Frage nachzugehen, wozu solche allgemeinen Begriffe, wie die der bindren Handlungs-
felder und die der bindren Relative uns von Nutzen sein kénnen im Rahmen unseres Nachdenkens iiber Prob-
lemstellungen fiir Schiiler, die das mathematische Modellieren iiben wollen. Es gibt auler dem auf den Rich-
tungsbegriff bezogene Handlungsfeld, in welchem P die Menge der Richtungen ist, noch sehr viele andere
binidre Handlungsfelder (im Sinne von Definition 4.1.1), die sich allerdings in den Details ihrer Struktur zum
Teil erheblich vom Handlungsfeld der Richtungen unterscheiden, aber dennoch bei den Problemen, die es in
ihnen zu l6sen gibt, gleichartige Zugédnge nahe legen und das eben deshalb, weil sie wie das Handlungsfeld der
Richtungen auch bindre Handlungsfelder sind und daher jedenfalls gleichartige fiir Handlungen relevante
sprachliche Vorbedingungen fiir mentales Konstruieren einbringen.

Der allgemeine Begriff des bindren Handlungsfeldes erfasst natiirlich nicht die in manchen Modellen bestehen-
den oder in anderen nicht gegebenen Chancen fiir die Beurteilung, ob ein derartiges Handlungsfeld im Bereich
P seiner Parameter soviel sensomotorisches Material aufweist, wie es im Falle des Handlungsfeldes der Rich-
tungen zur Verfligung steht, und dort insbesondere die pseudoempirische Abstraktion so nachhaltig fordert.
Will man den kognitionspsychologischen Terminus sensomotorisches Material vermeiden, so kann man auch
sagen: ,,...., ob in einem derartigen Handlungsfeld der Bereich P seiner Parameter so (geometrisch-) anschau-
lich objektiviert werden kann, wie das im Falle des Handlungsfeldes der Richtungen der Fall gewesen ist, wenn
man nur an Windrose und Richtungskugel denkt (siehe Kapitel 2, Kapitel 3).“

Umso mehr ist fiir die Diskussion unter allgemeinen Gesichtspunkten und fiir die Charakterisierung spezieller
Klassen von Modellen von bindren Handlungsfeldern die Existenz eines algebraischen Aquivalentes von Nut-
zen, ja geradezu geboten. Ein solches haben wir im Kapitel 4.1 in der Gestalt der bindren Relative vorgestellt.
Wihrend die bindren Handlungsfelder durch ihre Einbettung in die natiirliche Sprache noch direkt fiir Schiiler
fast aller Jahrgangsstufen interpretierbar sind, trifft das fiir die strukturgleichen biniren Relative nicht mehr zu.
Wir wissen, dass 14-jéhrige Schiiler zwar die quasi stenographische Verkiirzung von Aussagen der Art

,»von A gelangt man in Richtung ¢ nach B*

in der Form AcB durchaus als natiirlich ansehen,
auch die Mengenbildung Ac = Menge aller B, fiir die AcB gilt,

dass sie aber scharf protestieren, wenn versucht wird, ihnen einreden zu wollen, dass ¢ wie eine binire Relation
aufgefasst werden konne, etwa im Sinne der Bildung von ¢’ (siehe oben). Das gilt auch fiir hochmotivierte
Schiiler, die durchaus wissen, was Relationen sind. Diesbeziiglich verhilt es sich ja anders, wenn jetzt und hier
die Mathematiklehrer angesprochen werden, denn sie sind voll ausgebildete Mathematiker und wissen daher,
wie grof3 die Auswirkungen eines scheinbar kleinen formalen Schrittes sein konnen, wie sehr die Erhéhung der
Reflexionsstufe in den Bereich des Formalen und der Algebra hinein viel umfassendere Einsichten ermoglichen
kann. Fiir die Mathematiker ist der Ubergang von ¢ zu ¢’ , von P zu R = P’ ein réfléchissement in den Bereich
des Formalen, den sie ja kennen (und vielleicht mehr oder weniger auch lieben) gelernt haben, der ihnen jeden-
falls vertraut ist, der fiir sie auch existiert, wenn sie in ihm auf sensomotorisches Material oder geometrische
Anschauung vielleicht einmal mehr oder weniger verzichten miissen. Zweierlei ist also jetzt zu leisten:
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1. Es muss belegt werden, dass die grofie Allgemeinheit, die durch die Begriffsbildung des biniren
Handlungsfeldes fiir neue Interpretationen und Modelle auf sprachlicher Ebene geéffnet worden ist,
auch tatsiichlich in dem Sinne ausgefiillt werden kann, dass neue Felder fiir interessante neue Auf-
gaben sichtbar werden. Eine Respezialisierung auf neue Klassen von bindren Handlungsfeldern
steht an.

2. Was vermag der Mathematiklehrer an Vorausschau und Uberblick zu gewinnen mit Hilfe der
Algebraisierung durch Relative, die als weitgehend édquivalent zu den (I, P, v(*)) ihm zur Verfiigung
stehen? Kann man z. B. die Richtungsrelative (I, R), die zu den biniren Handlungsfeldern der
Richtungen gehéren, durch Eigenschaften (Axiome) derart kennzeichnen, dass ein System von Siit-
zen iiber diese Richtungsrelative entsteht, das ja jederzeit in die sprachliche Form der binéren
Handlungsfelder der Richtungen iibersetzt werden kann, um dort Probleme losen zu helfen?

zu 1.:
Wir beginnen mit einer groen Klasse von neuen Modellen fiir den Begriff des bindren Handlungsfeldes.

Gegeben sei ein technisches System, welches einer Menge
= {A,B,C, ... }

von Zustinden A, B, C, ... fdhig ist. Manche dieser Zustdnde mdgen niitzlich fiir produktive Zwecke
sein, die man mit diesem technischen System verfolgt, andere nicht; manche mogen sogar gefdhrlich
sein. Man braucht also sicherlich Kontrollen. Man nennt das System ein Kontrollsystem, wenn es ei-
ne Menge

P={p.qr ..}

von Stellwerten (oder auch Kontrollen genannt) gibt, die eine Person, der Anlagenfahrer, an soge-
nannten Stellgliedern einstellen kann, um dadurch Einfluss darauf zu nehmen, welche Zustéinde das
System annimmt.

Es gehort zu einem Kontrollsystem, dass es sinnvoll ist, Aussagen der folgenden Art zu machen:
»Man gelangt bei Einstellung des p (€ P) vom Zustand A, zum Zustand A,.*

Gemeint ist damit, dass die zu einem gewissen Zeitpunkt erfolgte Einstellung eines Stellwertes p nun eine ge-
wisse Zeitspanne, iiber deren Lénge im Augenblick nicht reflektiert wird, aufrecht erhalten bleibt und dass der
nach dieser Zeitspanne eintretende Effekt darin besteht, dass der Anfangszustand A, den das System zu Be-
ginn der Zeitspanne hatte, am Ende der Zeitspanne in den Endzustand A, iiberfiihrt worden ist, das System
also dann den Zustand A, hat.
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,»QGelangt bei Einstellung des -

ist eine parametrisierte Verbform v(*) mit der Menge P der Stellwerte als Parametermenge. Die Menge IT der
Zustiande {ibernimmt die Rolle der Objektmenge und so erhalten wir ein Handlungsfeld (I1, P, v(*)) . Dass man
hier beim Gelangen vom Zustand A, zum Zustand A; durch Einstellung von p (des Stellwertes p) nichts au3er
dem Einstellen des Stellwertes selbst tut, sondern alles weitere dem System iiberldsst, ja {iberlassen muss, hin-
dert den Anlagenfahrer deshalb nicht, sich etwa in dem angegebenen Sinne zu &uflern, weil er (wie wir zu
Recht hoffen diirfen) die Zustandsédnderung auf seine Stellwertangabe zuriickfiihrt, also auf die durch ihn er-
folgte Regelung der Anlage. Dass die Anlage nicht aus den Muskeln seines Korpers besteht, ist dabei im ersten
Hinblick auf die Bedeutung der Aussage nebensichlich, insbesondere dann, wenn diese wie eine Regel zum
Handeln ausgesprochen wird, also etwa so: ,,Liegt der Zustand A, vor und willst du den Zustand A, (in endli-
cher Zeit) bewirken, so stelle p ein.

Zum besseren Verstindnis ein konkretes Beispiel eines Kontrollsystems, auf das wir im néchsten Paragraphen
noch genauer als Quelle von Modellierungsaufgaben eingehen werden:
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Ein Raketenwagen (auch RW) fiahrt auf
einer geradlinigen Strecke; er besitzt vorn
und hinten je einen Raketenmotor.

Beginnen wir mit der Menge P der Stell-

werte (Parameter). Es gibt drei Stellwerte: /_\

p = 1: Der hintere Motor feuert, I:LQ Oﬂ
A | B X

der andere ist abgestellt.

X

p = 0: Beide Motoren sind abgestellt.

p =—1: Der vordere Motor feuert,
der andere ist abgestellt.

In diesem Sinne ist fiir die Parametermenge zu setzen P = {1, 0, -1}. Der Wagen wird zu einem Punkt
an der Stelle x idealisiert.

Man kann aber auch voraussetzen, dass der Wagenfiihrer die Moglichkeit hat, jeden der beiden Motoren mit
jeweils unterschiedlichen Stérken zu feuern. Dann steht als Parametermenge P eine Teilmenge von 3 zur Ver-
fligung; ist dabei fiir ein p € P dieser Parameter p > 0, so feuert der hintere Motor mit der Stérke |p|; ist aber
p <0, so feuert der vordere Motor mit der Stérke |p|. In Form eines Gedankenexperimentes kann einmal auch
P =3 zugelassen werden.

Die Zustiande (Objekte) sind zeitgleiche Paare der Art
Ao x) (Ort des Wagens auf gerader Schiene
lx) Geschwindigkeit des Wagens

Bezeichnen wir mit

X X
Ay = ( Oj den Anfangszustand und mit A, = ( lj den Endzustand, so bedeutet zum Beispiel:
Xy Xy

,Man gelangt bei Einstellung des Parameters p € P von A, nach A;“, wenn der Wagenfiihrer etwa p = 1

X
gewihlt hat, so viel wie ,,Hat der Raketenwagen zu Beginn einer Zeitspanne den Zustand A, = ( . 0] , d. h
X0

befindet er sich mit der Geschwindigkeit x,am Orte X, und stellt der Wagenfiihrer (= Anlagenfahrer) den
hinteren Motor an, indem er den Stellwert p = 1 wahlt, und lésst er diese Einstellung zunichst bestehen, so
X1

ergibt sich nach hinreichend viel Zeit der Zustand A, = (
X

j , d. h. der Wagen wird nach geeigneter Zeit am

Orte x; sein und mit der Geschwindigkeit x, fahren.*

Da die Zustinde durch Paare von reellen Zahlen gegeben sind, kdnnen wir ihre Menge IT als Teilmenge von
3x3 auffassen, also in ein kartesisches Koordinatensystem eintragen. Wir wéhlen die Abszisse filir die Orte x
und die Ordinate fiir die Geschwindigkeiten x .

Es ist also sinnvoll, in diesem Beispiel von Zustandspunkten A in 3x3 zu sprechen. Natiirlich interessiert
man sich fiir die

Kurve Ay p,
auf der die simtlichen Zustandspunkte liegen, die wihrend jener Zeitspanne, bis denn A erreicht ist, durchlau-
fen werden und weiter bei Beibehaltung des Stellwertes p noch erreicht werden kénnen.

Man nennt Agp eine Trajektorie.
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X Aj(xpxp)

Wie gesagt werden wir den Raketenwagen im
nichsten Paragraphen genauer berechnen und fiir ! Aop
Modellierungsaufgaben ausbeuten. Schon jetzt 1asst Xo
sich aber erkennen, dass die Deutung als bindres
Handlungsfeld eine Sprachregelung ermdglicht fiir -
den Hintergrund der vielen Probleme, welche bei ‘ x
der effektiven Regelung des Raketenwagens auftre- X Xo X

ten. Noch wissen wir ja gar nicht, wie die Parameter -
sich darstellen lassen, wie die Trajekorien in 3x3 .
tatsdchlich aussehen, aber trotzdem koOnnen wir ! -
schon von ihnen sprechen, weil ein bindres Hand- N .
lungsfeld vorliegt und weil sich in solchen Hand- -
lungsfeldern eben immer die Mengen der Form |
Aop mit Ag € IT und p € P bilden lassen,

nadmlich als Mengen der A, fiir die AgpA gilt. Damit sind natiirlich ldngst nicht die Probleme geldst, noch nicht
einmal genannt, die beim Regeln des Raketenwagens auftreten, aber man kann schon ahnen, was alles genau
berechnet werden muss. Weitere Einzelheiten hierzu bleiben Kapitel 5 vorbehalten.

. Ag(%,X0)

zu 2.:
Beim ersten Lesen kann der folgende letzte Teil des Kapitels 4 iiberschlagen werden, ohne dadurch die Ver-
standlichkeit des Kapitels 5 zu gefihrden.

Nun dazu, wie sich die Algebraisierung der bindren Handlungsfelder (IT, P, v(*)) in Form der bindren Relative
(I1, R) auf die Thematik dieser Note auswirkt:

Tatséchlich gestatten die bindren Relative es, ganz generell die bindren Handlungsfelder unter den Gesichts-
punkten der reflexiven Abstraktion zu studieren, wenn die réfléchissement-Ebene (des Denkens) die der abs-
trakten Algebra sein darf.

Hier wird das réfléchissement eingeleitet durch die Abbildung

P > R=P' cIIxII also elementweise durch
p |—» p'.

Die Marken der Parameter p sind die bindren Relationen p’. Wie kommt man unter den allgemein durch ein
vorgegebenes bindres Handlungsfeld geltenden Voraussetzungen zu Beziehungen auf der Menge R, die ja nun
offenbar die hohere Ebene des beabsichtigten réfléchissements darstellt? Dabei gilt das Interesse hauptsdchlich
solchen Handlungen, die aus zwei Einstellungen (erst p;, danach p,) entstehen. Ein solches Hintereinander-
schalten zweier Parameter p;, p, € P bedeutet in R = P’ die Anwendung des Relationenproduktes, d. h. die
Bildung der Relation p'; o p';:

Definition 4.2.1: Unter dem Relationsprodukt p’; o p’, verstehen wir die geméal
A(p'1 op'»)B: < Esgibtein C aus IT mit Ap’,C und Cp',B
definierte bindre Relation auf IT.

Wichtig fiir ein effektives réfléchissement ist es aber, eine Beziehung zwischen den Objekten der zweiten Art
aufzubauen, also zwischen den Elementen von P oder jetzt eigentlich zwischen den Elementen von R, denn in
R befinden sich die Marken der Parameter, der Elemente von P; die Relation p’ spielt jetzt die Rolle einer
Marke von p , so wie in den ersten beiden Paragraphen die Punkte auf dem Rand der Richtungskugel die Mar-
ken fiir die Richtungen waren.

Eine grundlegende Beziehung der gewiinschten Art zwischen drei Elementen p’, p’;, p’, von R ist gegeben
durch p'N (p'10 p”y) # <.

Wir kénnen daraus auch eine bindre Verkniipfungsoperation auf R machen:

Definition 4.2.2: R erhélt eine bindre Operation e durch
p'iep= {p'[p' N (p1op2)#D}. ©)
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Allerdings ist das eine Operation, deren Ergebnisse p’; ® p’, nicht wieder als Elemente in R liegen, sondern als
Teilmengen, also als Elemente der Potenzmenge von R, die wir mit Pot R bezeichnen:

R x R — Pot P, elementweise:
pi,p = piep:

Bleiben wir bei den starken Voraussetzungen, die das bindre Handlungsfeld der Richtungen iiber die anschau-
lich zugéngliche angeordnete affine Geometrie dem ihm zugehorigen Richtungsrelativ (IT, R) einbringt, so
zeigt sich, dass die folgende wichtige Bedingung erfillt ist:

Satz 4.2.3: Im Richtungsrelativ der Anschauungsebene (siche Kapitel 2) gilt:
p'N(phop2)#D = pcp’'op

Beweis: Die linke Seite der behaupteten Implikation l4sst sich wie folgt umformen:
Ausp' N (p'10 ph) # O folgt:

Es gibt A, B mit Ap'B und A(p’, © p'»)B. Hieraus folgt mit Definition 4.2.1:

Es gibt A, B, C mit Ap'B und Ap',C und Cp’,B.

Wir bringen nun das folgende Axiom der ange- C Es gibt C'.
ordneten affinen Ebene zur Anwendung:

Werden A, B, C und A’, B' beliebig vorgegeben

mit A'(AB)B’ (d.h. A'B’' = AB), so gibt es ein C’

mit A'(AC)C' und C'(CB)B'.

Die Anwendung des Axioms im vorliegenden Fall B
liefert wegen p’ = AB, p’, = AC, p’, = CB:

Fiir alle A" und fiir alle B’ folgt aus A'p'B’.

Es gibt ein C' mit A'p",C" und C'p'B'. B'
Damit ist nach der Definition 4.2.2 der Satz 4.2.3

bewiesen.

Da wir in diesem Beispiel p’ # & fiir alle p € P sicher haben, folgt demnach sogar
PN (prop)#Fd <pcpioph

Mit Definition 4.2.2 und Satz 4.2.3 folgt:

Satz 4.2.4: Die bindre Operation e auf R kann wie folgt dargestellt werden:

p'i ep2r= {p'|p’c p'iop-}. (19
Fir die Operation p';, p's |- p'y ®p'2 gilt also:
p'ep'ep & pcpioph 1

An der Doppelimplikation (1) zeigt sich besonders deutlich, wie unzertrennlich réfléchissement und réflexion
sind: Links ist von einer Operation auf R allein die Rede, wihrend die rechte Seite nur im Riickgriff auf die
Menge I1 zu interpretieren ist.

4.3 Rechenregeln zur Charakterisierung der Richtungsrelative

Kann man algebraische Rechenregeln fiir die Richtungsrelative (I, R) und auch fiir die Operation

RxR — PotR, elementweise:
P'LP 2= p'iep:
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(im Falle eines Richtungsrelativs) aufstellen und Vorteile von diesen erwarten — gewissermaflen im Zuge der
unzertrennlichen Verbindung von réfléchissement und réflexion?

Gangz leicht an der Anschauung der angeordneten affinen Geometrie zu kontrollierende Rechenregeln ergeben
sich wie folgt, wobei wir die p’, p'1, p’ 2, ... jeweils durch b, by, b, ... (gewissermalen neutral) bezeichnen, d.
h. die Elemente von R, ohne ihre (mogliche) Herkunft von P und von der Abbildung P — R zu erwihnen, mit
kleinen lateinischen Buchstaben benennen.

Axiomatik 4.3.1 der Richtungsrelative (I, R):
(a;) Grundannahmen:
(i) Die Gleichheitsrelation i (=¢") auf Il gehort als Element zu R .
(i) Alle ¢ in R sind nicht leer.

(a;) Weitere Axiome:
I Fiir alle A, B aus IT gibt es genau ein ¢ € R mit AcB.

Definition 4.3.2: Wegen I kdnnen wir setzen AB: =c < AcB.

Fortsetzung der Axiomatik 4.3.1:
1I Fiir alle A, B, C aus IT gilt: ABc AC o CB
Diese sog. Homogenititsregel macht genau die Aussage des oben beim Beweis von (11) zi-
tierten geometrischen Axioms.

111 Fiir alle by b, aus R gilt: b; ob,=b, 0 b,

Definition 4.3.3: Zu jeder Relation ¢ setzt man AcB : < BcA als Definition des Gegenrelativs (auch Um-
kehrrelation genannt).

Fortsetzung der Axiomatik 4.3.1:
v Fiir alle ¢ € R gilt: ceR
V() Fiiralle ceR\{i} ist cN ¢ =@.
V(B) FiralleceRist coc=c.
V(y) FiralleceRgilt: co c=cuUcuUi

Die Giiltigkeit dieser Regeln erscheint sehr natiirlich und jedermann wird diese Tatsache bestétigen, wenn er
seine geometrische Anschauung nutzt. Dass die bindren Relative mit den obigen Eigenschaften (ohne Dimensi-
onsbeschrankung) die im Sinne von HILBERT [1] angeordneten affinen Geometrien erzeugen und dass diese
Relative dadurch charakterisiert werden konnen, hat der Autor in [2] nachgewiesen.

Der Beweis von Satz 4.2.3 wird in Anwendung der Symbolsprache des bindren Richtungsrelativs mit den Re-
geln I bis V schon etwas durchsichtiger:

Erneuter Beweis zu 4.2.3:

EsseiR=P'. Aus p'N (p'; o pr)#< folgt mit Definition 4.2.1:

Es gibt A, B, Cmit Ap'B und Ap’,C und Cp',B. Deshalb gilt mit Axiom I:

Es gibt A, B, Cmit p'=AB und p'y=AC und p', =CB. Hieraus folgt nach Axiom II:

p'c phiopa

Auch die entgegengesetzte Implikation und damit Satz 4.2.4 folgt bei alleiniger Voraussetzung der Axiomatik
des Richtungsrelativs, weil die Grundannahme (ii) p’ # & garantiert.

Es sei noch gestattet, eine weitere dhnliche Aufgabe auf dem Niveau des axiomatischen und formal-
algebraischen Niveaus zu bearbeiten, weil sich an ihr der Nutzen des tieferen Einblicks demonstrieren lassen
wird. Die Aufgabe entsteht durch die Rechtfertigung fiir eine Definition:
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Will man definieren, wann von drei Richtungen (hier Richtungsrelationen) ¢, ¢, ¢, € R \{i} mit ¢; # ¢, und

c# <_:2 die Richtung ¢ zwischen ¢; und ¢, liegt, so kann man (von der Anschauung inspiriert) als Definienz
zu nehmen geneigt sein:

Wenn man die drei Richtungen c, ¢, ¢, von einem
Punkte A abtrigt, also die Strahlen Ac, Ac;, Ac,
bildet, so muss es Punkte B und C geben mit

AcB und Ac,C und Cc,B, d. h.
B € Ac und C € Ac; und B e Cc,,

wobei Cc, ein parallelorientierter Strahl zu Ac,
ist.

Soweit die Absicht, das Definienz (siehe die Figur)
zu formulieren.

Was aber heifit und bedeutet in diesem Zusammen-
hang von einem Punkt A? Die Definition kann nur

lauten:
L. . . . A
Definition 4.3.4: c liegt beziiglich A zwischen c,
und c, genau dann, wenn gilt: Ac
Es gibt B und C mit Ac

2

AcB und Ac,C und Cc,B.
Hier ist allerdings noch mit Hilfe der Axiome 4.3.1 zu zeigen:
Satz 4.3.5: Gemal der Axiomatik 4.3.1 kann die Zwischenlage von ¢ zwischen ¢; und ¢, wohldefiniert werden.

Wiinschenswert im Sinne des Definierenden ist es also, zum Beweis von 4.3.5 zu zeigen, dass fiir alle A, A*
aus [T gilt:
¢ liegt beziiglich A zwischen ¢; und ¢, = ¢ liegt beziiglich A* zwischen c; und c;.

Das kommt dann darauf hinaus, dass es fiir den intendierten Zwischenbegriff fiir Richtungen, der ja zunichst
durch einen Zwischenbegriff fiir Strahlen erklart wird, gar nicht auf die spezielle Wahl des Bezugspunktes A
ankommt. Durch diese Invarianz 4.3.5, wenn sie denn beweisbar sein sollte, ist dann 4.3.4 erst in der Lage, im
Endeffekt eine Zwischenbeziehung fiir Richtungen zu liefern.

Beweis zu 4.3.5:

Esseic; #¢, und c; # 52 und ¢, ¢;, ¢, in R \{i} und es seien A, A* beliebige Elemente von I'T. Dann konnen
wir wie folgt schlieen:

¢ liegt beziiglich A zwischen ¢, und c,. Dann gilt nach 4.3.4:

Es gibt B, C mit AcB und Ac,C und Cc,B. Damit gilt nach der Definition 4.2.2:
cN(c oc))#Y

Nach Axiom IT aus 4.3.1 folgt ¢ < c¢; o c,.

Mit dem noch folgenden Hilfssatz 4.3.6 kdnnen wir schlieen: @)
Es gibt B* so, dass A*cB* und A*(c; o ¢c,)B*. Das heif3t:

Es gibt B* C* mit A*cB* und A*c,C* und C*c,B*. Nach Definition 4.3.4 heil3t dies
c liegt beziiglich A* zwischen ¢, und c;.

Diese Herleitung hat jedoch noch eine Liicke, deren Tiicke darin liegt, dass hier die Anwendung der Grundan-
nahme (ii) fiir den mit (1) bezeichneten Schluss ohne weiteres nicht ausreicht.
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Denn tatsdchlich ist ja A* (beliebig) vorgegeben und wir brauchen daher A*c = {B* | A*cB* } £, d. h.
die sogenannte Linkstotalitéit der bindren Relation ¢ (nicht nur ¢ # & ). Wir konnen allerdings die Liicke
schlieBen, die Linkstotalitit aller ¢ € R 14sst sich herleiten:

Hilfssatz 4.3.6: Bei den Richtungsrelativen gilt Linkstotalitiit fiir alle ¢ aus R: Zu jedem A* aus I und jedem
c aus R gibt es ein B* aus [1 mit A* — B*.

Beweis:

Wegen der Grundannahme (ii) gibt es zunichst zu ¢ € R ein A und ein B mit AcB und daher auch mit B CA.
Deshalb gilt nach Definition 4.3.2 und IV: ¢ = AB und ¢ =BA

Wegen II gilt AA cABoBA=co c.

Wegen I und Grundannahme (i) gilt AA =1i.

Also folgt: iccoc. 2)
Da i die Gleichheitsrelation auf TT ist, gilt fiir das beliebig vorgegebene A* insbesondere A*iA*, also folgt
aus (2) A*(co E) A* und daher existiert ein B* (nach Definition des Relationenproduktes 4.2.1) mit

A*cB* und B*c A*,

Wir haben also erhalten:
Fiir alle A* € I1, ¢ € R gibt es ein B*e I derart, dass A*cB* ist. Das ist die Linkstotalitét aller c € R.

Alle Schliisse in einem bindren Relativ (I1, R) — so wie z. B. die, welche oben zum Beweis von Satz 4.3.5
durchgefiihrt wurden - lassen sich leicht in die verbal begriffliche Sprache desjenigen bindren Handlungsfeldes,
zu dem (I1, R) gehort, zuriickiibersetzen. Dieser Gesichtspunkt wird z. B. deutlich, wenn man an den Beweis
fiir die Ortsbestimmung (AB)(BD) in Kapitel 3 zuriickgeht. Der dort herangezogene Satz (Axiom) stimmt fast
genau (in nicht relationaler Leseart inhaltlich) tiberein mit I, man braucht nur noch aus I und I'V (auSer IT) die

Folgerung AD =DA hinzuzufiigen.

Der Lehrer kann die Schiiler mit Inhalten iiben lassen, die er selbst formal algebraisch ausfindig ge-
macht hat. Die Schiiler benutzen dabei aber fiir ihr réfléchissement die Richtungskugel.

Was tritt genau an die Stelle der Richtungskugel fiir den Fall, dass formal algebraisch reflektiert werden kann?
Diese Frage wird durch eine Struktur auf R, welche (projektive) Multigruppe heifit, beantwortet. Zitieren wir

113

die in Definition 4.2.2 definierte zweistellige Operation e, die einstellige Inversion (siche Axiom IV) mit -

und die nullstellige Operation e, so ist (R, -,_ ,e) die zu (IT, R) gehorige projektive Multigruppe; diese algeb-
raische Struktur erdffnet einen direkten Zugang zur angeordneten projektiven Fernraumgeometrie,
siche ARNOLD [2]. Vermutlich werden Schiiler (oder Studenten?) erst dann bereit sein, auf die formal algebrai-
sche Stufe der projektiven Multigruppen hin ihr réfléchissement zu suchen, wenn die Struktur des projektiven
Fernraumes zur "Losung von gestellten Problemen" modelliert werden muss.

Auf diese projektiv-geometrischen Rdume und die projektiven Multigruppen mdochte ich in einer gesonderten
Note zuriickkommen.

Mit den bereit gestellten Begriffen des bindren Handlungsfeldes und des bindren Relativs kommen wir aus, um
den Raketenwagen in Form einer Modellierungsaufgabe zu erschlieBen; diesem Ziel ist das nichste Kapitel
gewidmet.

5. Eine kontrolltheoretische Modellierungsaufgabe zum Thema ,,Ra-
ketenwagen*

Nehmen wir an, dass die teilnehmenden Schiilerinnen und Schiiler durch einfithrende Informationen wissen,
was wir mit einem Raketenwagen meinen, dass wir darunter ein spezielles Kontrollsystem verstehen und dass
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diese Einfilhrung so etwa wie in Kapitel 4.2 zu 1. geschehen ist unter Benutzung der Termini des biniren
Handlungsfeldes, so ist es fiir die Teilnehmer am nun darzulegenden Modellierungsprojekt sinnvoll, ihnen die
folgende Aufgabe zu stellen und ein erstes Nachdenken iiber mogliche Losungsansitze zu erbitten:

Allgemeine Aufgabenstellung 5.1:

Der Raketenwagen, idealisiert als ein Y
Punkt, befinde sich in einem vorgegebe- Yo Ay = (Xoly0)

|

nen Anfangszustand A, = (XOJ. Er
Yo

befindet sich also auf einer geradlinigen
Schiene, der x-Achse, an der Stelle x, und - - - -—=
er hat dort die Momentangeschwindigkeit
yo = x. In der obigen Uberlegungsfigur
ist yo > 0 und das bedeutet, dass die I
Bewegungsrichtung des Raketenwagens
mit der Richtung der x-Achse iiberein-
stimmt, d. h. nach rechts geht.

Telefonisch wird der Wagenfiihrer aufgefordert, den Raketenwagen (moglichst schnell) auf den
0
Zustand A = (0] zu bringen.

Man kann sagen, der Wagenfiihrer erhélt den Befehl: ,,Zuriick in den Bahnhof (x =0) und dort anhal-
ten (x =y =0).“ AuBerdem hat der Wagenfiihrer generell die Anweisung, noch folgende Auflagen bei
seinen Aktionen zu beachten:

1. Der Absolutbetrag der Beschleunigungen X = u darf 1 nicht iibersteigen. Diese Bedingung ist
natiirlich irrelevant, wenn der Fall P = {-1, 0, 1 } vorgegeben wird, in welchem fiir jeden der

beiden Motoren nur die Alternative an oder aus besteht.

2. Es sollen moglichst wenige Umschaltungen (Wechsel der Stellwerte) auf dem Wege zum Zielzu-

0
stand A = (0] erfolgen.

3. Etwaige Bremsungen miissen mit den Raketen-Motoren ausgefiihrt werden.

Die Aufgabe besteht darin, dem Wagenfiihrer fiir die Ausfiihrung des ihm erteilten Auftrags einen Plan zu
machen, sowohl generell fiir Auftrage dieser Art, als auch speziell, d. h. unter rechnerischer Benutzung der
tatséchlich vorliegenden Daten (iiber X, yo). Halten wir zunichst fest, welches Grundwissen durch die Einfiih-
rung bei den Teilnehmern verankert worden ist beziiglich der Kontrollsysteme im Allgemeinen:

Man weiB, dass zur Modellierung eines Kontrollsystems sicher gehdrt

1.
2.
3.

eine Zustandsmenge I1= {A,B,C, ... };

eine Stellwertmenge P = {pi,pz, ... };

ein Wissen dariiber, welche Tripel (Ay, p, Aj) € I1 x P x IT derart zusammen gehoren, dass sie Aussa-
geformen der folgenden Art befriedigen konnen:

Das System oder ,,man‘ gelangt vom Zustand A, bei Einstellung des Stellwertes p zum Zustand A;.
Dies stenographiert man zu
AgpA,. (1)

So gehort zu jenem ,,Wissen®, dass man die Menge derjenigen A; zu bestimmen weil3, welche mit ei-
nem beliebig vorgegebenen Paar (A, p) in I1 x P jeweils zusammentreten kdnnen zu einer richtigen
Aussage der Form (1).

Ay p Ay

T T )

vorgegeben vorgegeben gesucht
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Das heif3t: Der so eingefiihrte Problemldser richtet seine Aufmerksamkeit auf die Abbildung

IT xP — Pot Il elementweise:
(Ao, p) | Aop:= {A; | AopAy},

d. h. auf die Trajektorien {A; | AopA,}.

5.1 Die Trajektorien

Natiirlich miissen wir, die Lehrer, uns vor Augen halten, dass einem solchen Bewusstsein des Trajektors Agp
im Hinblick auf die Losung der gestellten Aufgabe ganz unterschiedliche Bedeutung zukommt, je nachdem ob
der zur Losung aufgerufene Teilnehmer (in der Regel Schiiler) schon auf Erfahrungen mit solchen parametri-
sierten Verbformen und abgeleiteten Begriffen verbalen Denkens zuriick blicken kann, oder ob das nicht der
Fall ist.

Wir nehmen ja nicht an, dass die zum Modellieren kommenden Schiiler den Begriff des bindren Handlungsfel-
des etwa kennen oder kennen sollten, aber wir diirfen annehmen, dass eine vorherige Erfahrung beim Losen der
Aufgabe vom Raumschiff-Quartett die Aufmerksamkeit auf Sprachformen und daraus hervorgehende Ablei-
tungen (Trajektorien anstelle von Strahlen) sicherlich erhohen wird. Allerdings wird sich zeigen, dass zundchst
noch kein Darstellungsmodus fiir ein réfléchissement sich darbietet, von dem ein Verstindnis vom Zustande-
kommen der Trajektorien ausgeht, wie das bei der Richtungskugel (Windrose) der Fall war beziiglich der
Strahlen. Der Grund dafiir liegt darin, dass zwar klar ist, dass das System es ist, welches die Trajektorie er-
zeugt, aber im Fall der Konstruktion des Strahls mit Hilfe des Anlegens von Richtungskugel oder Windrose
wussten wir auch, wie der Strahl dabei zu Stande kommt als orientierte gerade Linie, wie das Ergebnis der
Operation Ay, p |— Aop also aussieht, denn es handelt sich um Spuren von Handlungen, die wir selbst voll-
ziehen konnten (prinzipiell).

Im Falle eines Kontrollsystems 16sen wir durch die Einstellung des Stellwertes p nur eine Operation aus, die
von einem technischen System vollzogen wird, und die prinzipiellen Kenntnisse dariiber, wie das geschieht und
was dabei tatsdchlich herauskommt, miissen wir erst noch erwerben.

Schaltpult des Wagenfiihrers:
. .
Es ist gerade p = ) eingestellt:

Halbe Kraft (nach rechts);
der hintere Motor feuert mit halber Kraft.

Da die Einstellung p die Kraft der Raketenmotoren
betrifft und nach NEWTON gilt

Kraft = Masse mal Beschleunigung,

kénnen wir bei konstanter Masse, wenn wir diese
wegen der einfacheren Rechnung gleich 1 setzen,
davon ausgehen, dass p = X die Beschleunigung
ist, die da eingestellt werden kann.

Jedenfalls ist die Wahl der Beschleunigung x als Stellwert deshalb optimal, weil der offensichtliche Zusam-
menhang zwischen X und x eine Chance bietet, von p = X aus an x heranzukommen.

Selbst dann, wenn die Masse m(t) des Raketenwagens nicht konstant ist, weil ja durch das Feuern der Rake-
ten ein stdndiger Massenverlust eintritt, kann durch eine besondere Konstruktion des Stellwerkes doch die
Beschleunigung u als Stellwert p zum Zuge kommen. NEWTONs Gesetz ergibt ndmlich bei fest gewéhlter
Beschleunigung u die Kraft k(t) = m(t) - u. Wird also durch eine entsprechende Nachfiihrung dafiir gesorgt,
dass k(t) ausgelost wird, so kann p =u= X eingestellt werden. Da m(t) mit wachsender Zeit t immer kleiner
wird, donnern die Raketen bei derselben Einstellung mit der Zeit immer weniger.



Aufgabe 5.1.1:
Wie wird der Trajektor, d. h. der auf ihm

variabel gedachte Punkt A; = (Xj,
y
berechnet?
Losung:

Offenbar geht es nicht, ohne dass die Zeitabhéngig-
keit ins Kalkiil genommen wird.

x = x(t)
y = y(©)= x(t)
Xg x(0)
Ag= = 2
' (YOJ (yw)j =

X x(t)
A = - 2b
1 (YJ (y(t)j 2

Nehmen wir also an :

X(t) =u (= const) fiir alle T € [0, t]

und beginnen wir mit der Berechnung von x(t):

X A, (x, %)
Aop
| — .
© [Ao(Xe Xo)
X
- - -
X0 X
(20)

Nach dem Fundamentalsatz der Differential- und der Integralrechnung gilt:

X(t) = %(0) + [y X(t)dr

Das bedeutet in Anbetracht von (2a) bis (2¢)
y() = yo+ [pu(r)dr,
y) =yotut.

Die noch ausstehende erste Komponente x(t) des Zustandes A; erhalten wir durch nochmalige Integration,

namlich von y(t) .
x(1) = x(0) + [yx(t)dr

x(1) = x(0) + [;(y, +ur)de
t2
x(t) = x¢ + yot + u;

Da wir nun beide Komponenten von A; bestimmt
haben, konnen wir festhalten

Ergebnis 5.1.2: Wird der Raketenwagen mit
u = const. beschleunigt, so ist sein Zustand
nach der Zeit t:
t t?
A, = (X( )] _ % +y0t+u7

Y(t) yo +ut

Hier noch in Paranthese ein Hinweis darauf, wie
man Schiiler, die den Fundamentalsatz der Diffe-
rential- und Integralrechnung noch nicht handhaben

konnen, doch zur Findung des Ergebnisses 5.1 fithren kann:

A= (Xolyo)

?y A= (x(O)]y() -
—

ol 7

ut

X
g(ﬂ =Yo

i

Yo

T t

Dies ist moglich, weil wegen der Konstanz der Beschleunigung u sich der Zusammenhang zwischen der Ge-

schwindigkeit y(t) und u sehr einfach darstellt: y(t) =y, + ut

Es kommt nur darauf an, zu erkennen, dass der zuriickgelegte Weg x(t)- xo aus der Summe sehr schmaler
Rechtecke y(r) A v besteht, und das heift (mit einem Grenziibergang cum grano salis), dass x(t) - X, der
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schraffierte Flacheninhalt insgesamt ist. Dieser ist x(t) — Xo = yot + ) (ut)t = R+ D, wie man der Zeichnung

der letzten Seite entnimmt.
Zusammen mit y(t) - yo =ut ergibt sich das Ergebnis 5.1.

Den funktionalen Zusammenhang, der die Trajektorie Agp mit p =u = const. als Kurve in der Zustandsebe-
ne (x | y) und als Gleichung in x und y darstellt, erhalten wir durch die Eliminierung der Zeit t aus dem fol-
genden Gleichungssystem nach Ergebnis 5.1:
tZ
X=Xt yttuy (3)

y =yotut mitt>0

Anmerkung : Die Einschriankung t > 0 geschieht aus Griinden der Kontrolltheorie, weil dies dort so {iblich
ist.

Ergebnis 5.1.3: Die Trajektorie ist unter Annahme u = const. eine Parabel.

Die Schiiler kdnnen das leicht selbst vollziehen, denn Termumwandlungen werden ja auf der Schule ausgiebig
gelibt.

5.2 Die Rolle der Zeit

Es scheint aber wichtig, mit den Schiilern (zu gegebener Zeit) dariiber zu sprechen, dass (3) die Aussage der
Aufgabenstellung 5.1 um die Nennung der Zeit t bereichert:

Wegen der expliziten Beriicksichtigung von t gilt jetzt nimlich:
Das System gelangt bei Einstellung von p =u = const. in der Zeit t
2
X x(t A
vom Zustand A, = ( Oj zum Zustand A, = [ ( )j = | Xo T Yottu PRE
Yo y(t) v +ut

Das Verb gelangen ist also nicht nur durch den Stellwert p = u parametrisiert, sondern durch das Paar (u, t) mit
u €3, t € 3". Man kann das bisherige Ergebnis auch in der Form

2

(Xoj (wt) [Xj - X +y0t+ut? (Xj
Yo y yo +ut y

notieren. (u, t) wirkt sich dabei aus wie eine Funktionenschar von der Menge IT < 32 in sich, ndmlich mit den
beiden Scharparametern u und t. Die von uns urspriinglich intendierte Aussage, die nur den Parameter u gelten
lasst, stellt sich dann wie folgt dar

1
2 u(x-x9)=—(y*-y%) und
X, X t Ul(x 2
u =S Xo tYot+u B =S sgnu=sgn(y-y,) und
Yo y y

yo tut u=0=sign(x -x,)=signy,

wie man leicht bei Eliminieren von t nachrechnen kann.

Hieraus erhélt man durch Rechnung im Falle u # 0:
2

2
X X _y Yo
( Hj & Esgibtt>0: (X =50+ %o~ und @)
Yo y signu = sign(y-y,)
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Beispiele 5.2.1:

(X .
Es sei [ OJ im rechten oberen Quadranten;
Yo

. 1 . 1
a) es sei ferner u =3 b) es sei (statt dessen) u = - R
X . X
Az LI
! A=A
~ [A=(]1)

- - - - _

Nun kann man wichtige Planungsschritte in Angriff nehmen: Wegen der geforderten Zeitoptimalitit ("mog-
lichst schnell" soll der Raketenwagen in den Bahnhof zuriickgefiihrt werden) ist zu vermuten, dass der schnells-
te Weg abschnittsweise aus solchen Parabelstiicken mit jeweils groBem [u| zusammengesetzt werden muss,
also wegen der Auflage 1 der Aufgabenstellung 5.1 aus Wegstiicken mit [u| = 1. Alle diese Wegstiicke (das
zeigt ein Blick auf (4)) sind Teile von Parabeln, deren Symmetrieachse mit der Abszisse zusammen féllt. Die
Auflage 2 ist daher am besten erfiillbar, wenn

Ay = (XOJ eine der beiden Bedingungen erfiillt (siche (4)):
Yo

2
@ Xo = % (wegenx=y=0, u=1) und sgn(—yp)=1(= sgnu), d. h.sgn y,=-1

oder
2

Q1)) Xo = % (wegenx=y=0, u=-1)und sgn(-y,)=-1(= sgnu), d. h.sgn y,=1.

Denn dann braucht der Wagenfiihrer bei (I) nur u = 1 einzuschalten und im Bahnhof auf u = 0 zu schalten;

0
entsprechend braucht er im Fall (II) nur mit u=—1 in den Bahnhof (OJ zu fahren und dort auszuschalten.

Fall II y
-
. -
u=-1 .
sgny,=1 -

b | Fall I

| u=+1
sgn y0:-1

Offenbar werden die sich rechts 6ffnenden Parabeln (u > 0) stets von unten nach oben und die sich nach links
offnenden (u < 0) von oben nach unten (mit wachsender Zeit) durchlaufen. Der in Analogie zum Begriff des
Strahls konzipierte Begriff der Trajektorie stellt einen Wegweiser zu diesen fiir die Losung der gestellten Auf-
gabe wesentlichen Einsichten dar. Gelost ist die Aufgabe aber allenfalls fiir den Fall, dass A, auf der Kurve (C)

(siche die obige Figur) liegt, die aus den beiden Parabeldsten
2
im Fall (I) X= % mitsgny=—1

bzw.
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¥y
im Fall (IT) X= =5 mitsgny = 1
besteht.

Dann erfolgt unterwegs keine Umschaltung. Auch die Auflage 3) ist erfiillt, denn auf (C) fahren in Richtung
0
auf (0] bedeutet ja, dass man bei Ankunft im Bahnhof x = 0 die Geschwindigkeit y = 0 hat, also ohne me-

chanische Bremse zum Stehen gekommen ist. Nur, wenn dann nicht sofort abgeschaltet wird, verldsst der
Raketenwagen den Bahnhof wieder in die Richtung, aus der er eben eingefahren ist.

Wie ist nun zu verfahren, wenn A, nicht auf (C) liegt?

Fall (I): A, liegt oberhalb von (C), d. h. A liegt im dem durch Parallelen zur Abszisse schraffierten Bereich
der Zustandsebene

y -
— .
— —
N ' c
\ . Favi]
N X
- - - - - - - -—
- " \
- (Ol

Die Punkte dieses Bereiches sind charakterisiert durch

1 2
Xg > _5Y0|Yo|: —(sgn Yo)%- (5)

Fall (II): Entsprechend ergibt sich fiir die Ay = (Xoj , die unterhalb von (C) liegen, die Bedingung
Yo

1 2
Xg < —5Y0|Y0| = —(sgn YO)%~
(6)

Im Fall (I) muss zunichst ein Abstieg mit einer Trajektorie der Form Ayo( —1) gemacht werden, bis (C) getrof-
fen wird. Der Schnittpunkt X
{X}=A(-1) N (C)

wird als Umschaltpunkt gewéhlt. Denn X erfiillt ja nun die Voraussetzungen, um mit u = 1 ins Ziel O gefahren

ZU W Crdel’l
yO

.. 0
ist dann die Notation fiir die Uberfiihrung von A, in den Nullpunkt (OJ .

Liegt also Ay oberhalb von (C), so erfolgt zunichst die Einstellung der Beschleunigung —1, d. h. der vordere
Motor feuert. Diese Einstellung bleibt so lange aufrecht erhalten, bis die Trajektorie

Ao (=1
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die Kurve (C) schneidet. In dem Augenblick, in welchem dieser Schnittpunkt erreicht wird, wird umgeschaltet

0
auf +1 und X(+1) geht genau ins Ziel O = (OJ

Sobald O erreicht wird, muss der Beschleunigungs-Stellwert auf 0 gestellt werden.

Im Fall (II), d. h. wenn A, unterhalb von (C) liegt, ist mit dem Stellwert +1 zu beginnen und bei Erreichen des
Schnittpunktes Y
{Y} =A(1) N (C)

muss auf —1 umgeschaltet werden, denn Y liegt notwendig auf dem linken Ast von (C):
Ay(DY(=DO

Mit dem Argument, dass dem Wagenfiihrer Instrumente zur Verfligung stehen, mit denen er den Ort und die
Geschwindigkeit seines Raketenwagens angezeigt bekommt, werden die Schiiler sich gern bereit finden, die fiir
das Gelingen des Manovers so wichtigen Schnittpunkte genau zu berechnen, also jeweils die x— und die y—
Koordinate dieser Punkte und aulerdem auch die Laufzeiten. In dem Falle, dass A, auf (C) liegt, brauchen wir

0
keinen Umschaltpunkt. Es geniigt also, die Laufzeit t zu berechnen von Ay bis O = (0] . Es ergibt sich dafiir
t=[yol-

Die Herleitung der iibrigen Daten ist so sehr gewohntes schulisches Arbeiten, dass ich mir erlaube, lediglich die
Ergebnisse in der Form einer Tabelle anzugeben:

Lage von Kennzeichnende | Umschaltpunkt | Zeit fiir Zeit fiir Gesamtzeit
(x J Bedingung Xbzw. Y A - X X -0 Ag — O
A() = 0
Yo
_Y
T2 - - - Iyo |=-¥o
und yo<0
__ ¥
T - - - Iyo|= Yo
und yo>0

X, Vo \ ¥ Yo
1 _O+_0 +X0+Y0 +X0 ’ 2+ +
Xo > =% [yol Yo 2 4 2 2 2¥0" 4%+ %o

A, oberhalb von 2 Yo =_ =
(é)) = (sgn YO)% - 7+XO (u=-1) (u=+1auf(C))

2 [vo? >
X Yo Yo oo y
1 20 _J0 X0 - Yo 20 _ 2. -
X <=7 I¥ol ¥o > 4 2 5, Xo 2yo" - 4Xo - Yo
A unterhalb von 2 , Yo (u=+1)

(©) =—(sgn Yo)% S %o (u=-1auf(C))

Man kann nun nachweisen, dass die der Tabelle zu Grunde liegende Verkniipfung von Trajektorien mit

Aou; X und Xu,O
(kurz Agu; Xu,O geschrieben)
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mit Stellwerten u; zum zuldssigen Hochstbetrag 1 auch wirklich zeitoptimal sind; oben haben wir das ja nur
vermutet. Wir verifizieren diesen Sachverhalt in einem Spezialfall, der rein duBerlich-anschaulich eigentlich
eine andere Vermutung nahe legt als die Aussage, welche dann bewiesen wird:

Spezialfall 5.2.2:

X
Wir nehmen fiir die Lage von Ay = ( 0]
Yo

die folgende spezielle Voraussetzung an: NI L .

Ay oberhalb von (C) mit y, < 0 (siche die - - —

nebenstehende Figur). .- wﬂ %)
. (©)

Fiir x, gilt dann (siehe die Tabelle)
2

A |
Wegen y, <0 istsgny,=—1und daher

2

Xg > % > 0;
wir konnen also notieren:

2X0 y

— >1. 7

v (7
Wir legen nun eine Parabel (C,), deren Symmetrie- _ _ _ X
achse die Abszisse ist, durch die Punkte O und A, ,
siehe die gestrichelte Kurve in der nebenstehenden X _ A
Figur. Diese Parabel (C,) hat die Gleichung | — —_

_y ©)
X2 )

mit einem geeigneten u,, fiir das gilt 0 <u, < 1.

Wir kdnnen nun, wenn alle reellen Werte zwischen 0 und 1 als Stellwerte zur Verfiigung stehen, vom
Zustand A, grundsitzlich auf zwei verschiedenen Wegen zum Zustand O = [8) gelangen, ndmlich
1. Weg: Ayu,O

2. Weg: Ay (-1) X (+1) O, y -

wobei X der aus der Tabelle zu entnehmende Um- O
schaltpunkt ist, siche die nebenstehende Figur.

Natirlich will es so scheinen, als ob der erste der 2. Weg
beiden Wege als der ,direktere oder ,kiirzeste* X

wohl auch der giinstigere sein miisste, was den u=-1
erforderlichen Zeitaufwand betrifft. Aber dem ist
nicht so:

2
Zunichst berechnen wir u, aus der Vorgabe Ay € (C,): Xo= ,Y_zuo liefert direkt
2
2

Uy = *2% >0. (89

Nun wird zunicht die Zeit t berechnet, die vergeht, wihrend man auf dem ersten Wege von A, nach O gelangt,
X0

Yo

der Trajektorie Agu, gelangt. Dazu greifen wir auf (3) zuriick:
tZ
Xptyot+tus =0

0
wihrend man also vom Zustand A, = ( j bei Einstellung des Stellwertes p =u, zum Zustand O = [Oj auf

y0+u2t =0
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Die zweite dieser beiden Gleichungen liefert
t: —
U
und daher erhalten wir mit (8")
2
— '% 2X0 = - =X > 0.
Yo Yo

t=

(Man setze zur Probe dieses t in die erste der beiden Gleichungen nach (3) ein; die Probe bestétigt das Ergeb-
nis.) Ein Blick auf die Tabelle zeigt, dass die Gesamtzeit auf dem zweiten Weg von A, iiber X nach O zu ge-

langen, betragt
\2yo + 4% + Yo

Wir behaupten nun, dass entgegen dem Augenschein der zweite Weg schneller zum Zielzustand fiihrt als der
direktere Weg auf (C,). Zu beweisen ist also die Ungleichung:

2
N2y e < - - ©)

Yo
Diese Behauptung ist dquivalent zu
1 ) 2X0
— A2y t4x0-1 < 7 ; 9
[yol VYO T o yo’ ©9)
denn aus (9) folgt (9°), indem man auf beiden Seiten durch die positive Zahl |y, = —y, > 0 dividiert und

umgekehrt folgt (9) aus (9') durch Multiplikation mit dieser positiven Zahl.

1 [ 4 2
Wegen —‘y | \2y% +4x, =1\ [2 +_y§0 = \/5 1 +—y)z(0 erweist sich im Hinblick auf (9°) die Behauptung
0 0 0

als dquivalent zur folgenden Ungleichung

\2 R .1}
Yo Yo

’ 2
Bei Division durch die (positive) Wurzel |1+ LZO stellt sich die Behauptung in der folgenden dquivalenten
Yo

\2 < ’\/l+2_)2(0
Yo
2

Form dar:

In dieser Form ldsst sie sich nun leicht beweisen:

Wegen (7) haben wir 1 < _y)z(o,
0
2
2 < =04,
Yo

2 < ’\’1+2_)2(0.
Yo

Ohne nun alle Fallunterscheidungen fiir einen vollstindigen Beweis der Zeitoptimalitéit der in der Tabelle zu-
sammengefassten Schaltwege hier durchgehen zu wollen, sei doch ein wichtiges Hilfsmittel fiir einen solchen
Beweis noch dargestellt, weil es auch von grundsétzlicher Bedeutung fiir die mathematische Betrachtungsweise
ist und eine Quelle liefert fiir Anschlussaufgaben, welche die oben entfaltete Modellierung des Kontrollsystems
Raketenwagen noch weiter hinterfragen; dabei handelt es sich um eine strukturerhaltende Abbildung.

|y
Satz 5.2.3:
Die Punktspiegelung = am Punkte O der (xlz)l: X1y
Zustandsebene stellt zunidchst eine ~ !
Bijektion der Menge IT aller Zustands- _ ~~ o _ X
punkte auf sich dar. ~

B Bk 15 H
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Diese Bijektion ist fiir uns wichtig, weil sie bezogen auf das Handlungssystem des Raketenwagens bemer-
kenswerte Eigenschaften besitzt, ndmlich:
ApuX < (Agn) (—u) (Xn) (10)

Beweis:

X
Die folgenden Zeilen sind fiir Ay = ( 0] dquivalent:

Yo
A()HX
3 e
Es gibt t > 0 mit: X = (Xj Xg +yot+ u7
y) = yo +ut
2
. . —X _ _ t—ut—
Es gibt t > 0 mit: X = ( j = X0 = Yo >
_y _yO _ut

(Agm)(— w)(Xm).
SMZ5L4ﬂleme%CﬁMumﬂnhwmmm4Lhesgh(Xje(C) o (X]ne (©).
y y

Beweis:

1
Die Kurve (C) hat die Gleichung x = 2 |y| und es gilt fiir alle y € 3:

X 1
( ] e(C) & x=- 3y | y| oder etwas anders geschrieben:
y

1
Fiir alle y € 3 gilt: (X] c(0) <o (X] = —5Y|Y|
y y y
Zum Beweis von Satz 5.2.4 kommen wir, weil die folgenden Zeilen fiir alle y € 3) dquivalent sind:
_lﬂﬂ
2 S
y
1
- E (_Y)|_ y| c (C)
-y
lﬂﬂ
2 € ©

Ferner gilt:

Satz 5.2.5: A, oberhalb von (C) <  (Agn) unterhalb von (C).

Beweis: Es gilt (siche die Tabelle):
2

Ay = [XOJ ist oberhalb von (C) < x¢>— (sgn yo) % und
Yo
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~—Yo
Zum Beweis von Satz 5.2.5 brauchen wir also nur die Aquivalenz der rechten Seiten dieser beiden Doppelim-
plikationen zu zeigen. Es ergibt sich durch Multiplikation mit —1:

2 2 2
L & o < (sen yo) 55 & X0 < - (sgn (-y0)) '

—Xp . ﬁ
Ay = ist unterhalb von (C) < xo<— (sgn (- yo)) 5 -

Xo > —(sgn o)

n stellt also so etwas wie einen Automorphismus des Handlungsfeldes dar. Dabei gilt noch dariiber hinaus,
dass die nach (10) einander entsprechenden Schaltwege

AquX und (Agm)(-u)(Xm)

gleich lang dauern. Da die Zeit im Falle y, =u =0 nicht festgelegt wird, sollte man allerdings auf diesen Fall
bei der Behauptung verzichten.

Satz 5.2.6: Bezeichnen wir die Dauer von AguX, also die Zeit, die das System Raketenwagen benotigt, um bei
Einstellung des Stellwertes u vom Zustand A, zum Zustand X zu gelangen, mit t und die Zeit, die das
System benétigt, um bei Einschaltung des Stellwertes —u vom Zustand Agn zum Zustand X=n zu gelan-
gen, mit t', so wird behauptet t =t', sofern uund y, nicht beide verschwinden.

Beweis: Wegen (3) haben wir

2
t
X = (X] _ Xy +y0t+U.? und (11)
y Yo +ut
12
_x ,ot
Xn = ( ] = | " X0 T Yolmu—r (12)
R ~ Yo —ut’
12
X L
Aus letzterem ergibt sich: ( J = [Xo tYotHu > | ; zusammen mit (11) folgt also:
y yo +ut'
t2 )
Xo+YO+u7 = Xotyot' fuzy (13)
yo + ut = yotut. (14)

Ist u =0, also nach Voraussetzung y, # 0, so folgt aus (13)
Xo+tyt = X tyot

Yot = Yot
t = t.
Ist u#0, so folgt aus (14)
Yotut = y,+ut
ut = ut
t = t.

Damit ist Satz 5.2.6 bewiesen.

Noch interessanter als diese Punktspiegelung 7 mit ihren Invarianzen, die sehr durchsichtig sind, ist die folgen-
de Frage:

Aufgabe 5.2.7: Auf welcher Kurve (sogenannte Zeitkurve) in der Zustandsebene (x | y) liegen die Punkte, die
von Ay aus in der Zeit t erreicht werden?

Losung:
2

t
X X X
Die Zeitkurve entsteht aus[ 0J(u,t)( ]: = [ J = [XotYot+u 5 |
Yo y y v, +ut

wenn wir nicht (wie oben geschehen) t eliminieren, sondern u. Dann setzen wir etwa fiir jedes t > 0:
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(el o mamms ome (ol
()| |: < Esgibtu €3 mit (u,t) ,
Yo y Yo y

wobei wir alle u € 3 als Stellwerte akzeptieren. Man erwartet fiir festes t als funktionalen Zusammenhang zwi-
X0

schen x und y vermutlich eine komplizierte Kurve um den Punkt (
Yo

J herum. Es ergibt sich aber etwas
anderes:

Gerade der Blick auf den iibergeordneten Begriff der bindren Handlungsfelder (und damit der bindren Relative)
zeigt uns, dass der Anspruch deshalb bei der Frage nach der Zeitkurve héher ist, weil ja nun ein Paradigmen-
wechsel eintritt. Denn nun kommt es zu einem neuen Handlungsfeld, weil nicht mehr die Stellwerte als die
Parameter filir die parametrisierten Verbformen genommen werden, denen das Hauptaugenmerk gilt, sondern
die Zeitdauer von t = 0 bis t > 0.

Immer noch ist das Verb ohne Parameter das Gelangen vom Zustand Ay zum Zustand A, aber dieses Verb
wird nun mit der Zeit t parametrisiert, etwa in dem folgenden Sinn:

X X
Der Raketenwagen gelangt vom Zustand A, = ( 0] in der Zeit t zum Zustand A = ( J .
Yo y

Eliminieren wir also u, um auf die Zeitkurve zu kommen:
2

Xo X]. Xl _ | xo+Yy trul | oo :
@ |- & = [70 70 5 | fiir ein geeignetesu € 3.
y

Yo y yo +ut
. . -~ . - . _ Y-Yo
Da fiir die Beschleunigung u = const. angenommen wird, gilt flirt#0: u= i
Aus den letzten beiden Formeln folgt:
v, 2
X = X0+y0t+ % t—ﬁ t
t t
X =XotYoy tyy
t
X =X+tMty);
Hier konnen wir auch (ohne Mehrdeutigkeit) nach y auflosen:
2 2
y=7%x = (7% *0)
Damit hat man zunéchst fiir alle t> 0:
X X t 2 2
“lol T = X=Xt (oty)y; = y=7x=(7 Xt )
Yo y

Wie man leicht zeigt, gilt auch (fiir alle t>0):
2 2 _ , t?
Aus y = X (?xo +yy) folgt: Esgibtu € 3 mitx = x0+y0t+u7 undy =yp + ut.

Damit hat sich dann fiir alle t > 0 ergeben:

2 2 . . [ Xy X
Aus y = ?X—(TXO"‘YO) folgt: Es gibtu € 3 mit (u,t) .
Yo y

Damit haben wir das folgende Ergebnis :
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Satz 5.2.8: Die Zeitkurve ist (jeweils flir festes
X9

t > 0) eine Gerade [ J(t) in der Zu-
Yo

standsebene. Fiir alle ihre Punkte A gibt ' Aoz (xolyo) Q)

es Stellwerte u, mit denen man sie von A,

aus in der Zeit t erreicht. t

Aufgabe 5.2.8: Wie verlduft diese Zeitgerade

X
( 0](t) und in welchem Bezug steht sie
Yo

zur Trajektorie? /

AF(xol-yo)
Losung: 1. Die nebenstehende Figur gibt die erste
Antwort:

. . - X . . 2 .
Die Zeitgerade (t = const.) geht durch A (= ( 0 ] und hat die Steigung T » vorausgesetzt, man misst
~—Yo
.. m T . .
z.B.yin —, weil x in m und t in s gemessen worden sind.
s

2. Satz 5.2.8 verbindet auch die beiden Handlungs-
felder ,,Stellwert als Parameter und ,,Zeit als Pa-
rameter® untereinander, denn es gilt fiir u > 0:
A)(uHA < AguA und AlHA
A() (u, t) = A()ll N Ao(t) = {A}

Beachte:

Bei Ayt ist stets die Menge der A gemeint, fiir die
Ay(u,t)A gilt mit einem geeigneten u.

Apu ist stets die Menge der A, fiir die Ag(u,t)A gilt
fiir ein geeignetes t.

Apu ist in der Graphik nur ein Teil der Parabel.

Aufgabe 5.2.9: Zeichne die Trajektorie und die
Zeitgerade fir u=-0,5, t=2,4 von wisf Y
einem beliebigen A, aus. Ay

2 m/s

Losung: 24s.
Dann ist (siehe die nebenstehende Figur):
Ay(-0,5; 2,4)A und daher Ay(— 0,5)A und Ay(2,4)A

/ m bzw. s

— Xq i
und Ay(t) durch A, = .
~—Yo

Es erhebt sich die Frage:

Ist sgnu= —sgn Yy, so geht die Parabel zu Ayu

Aufgabe 5.2.10: Fiir welchen Stellwert u gilt zur vorgegebenen Zeit t > 0, dass man von einem vorgegebenen

Zustand Ay mit dem Stellwert u nach A o in der Zeit t gelangt?
(Diese Frage ist nur sinnvoll fiir y, #0.)

Lésung: Offenbar miissen in obiger Zeichnung die beiden Schnittpunkte zusammenfallen, also

t t
die Zeitgerade X=y5+Yo 5 +Xo
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. _Y Y
die Parabel X= + Xg - u
im Punkt A_o beriihren.

Die Steigung der Parabel an der Stelle y ist
dx _ 2y _y
d_y T 2u u

Es wird darauf hingewiesen, dass man die Tangente an eine Parabel rein algebraisch (durch das Schnitt-
punktsverhalten mit einer Geraden) ohne Differentialrechnung finden kann.

Die Steigung im Punkte A o ist also
_Yo
u \

Dieser Wert muss daher iibereinstimmen mit der
Steigung der Zeitgeraden zum vorgegebenen Zeit- A,
wert t, also mit '

misf] Y

t \ X
1 _ - - ——
2 : _ m bzw. s
Die Bedingung fiir das gesuchte u lautet demnach Ay
Yo_1 =
w L | £
Also erhalten wir fiir das gesuchte u: 4
_ 2% :
u = - .
t
1
Das gezeichnete Beispiel hat die Werte y, =1, t=4 und daher mit u =— 5
Wozu lassen sich die Zeitgeraden verwenden? Dazu eine einfache Aufgabe:
X X
Aufgabe 5.2.11: Gegeben seien Ay = ( Oj und A; = ( IJ und es werde vorausgesetzt
Yo M
X0>0, yo>0und x;>x,, y;>0. (15)

Wir konnten rechnerisch leicht belegen, dass man unter diesen Voraussetzungen genau einen Stellwert
u bestimmen kann, um vom Zustand A, aus bei Einstellung dieses u den Zustand A; zu erreichen.
Weiter konnten wir dann mit Hilfe von (3) auch berechnen, welchen Zustand A, die Trajektorie Aju
in der beliebig vorgegebenen Zeit At > 0 erreicht. Man kann das A, aber auch, ohne u zu bestim-
men, allein mit Zeitgeraden konstruieren. Wie?

Losung:
Vorgegeben sind lediglich Ay, Aj, At>0 mit (15).

Bild 1: Bild 2:
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Bild 3: | v

At

Durch geradlinige Verbindung von Ay und A, gewinnen wir die Zeitgerade derjenigen Zeit, die beim
Ubergang von A, zu A; vergeht, wir bezeichnen diese Zeit mit ta _, 41 (siehe Bild 1).. Wir tragen nun in der
Figur die vorgegebene Zeit At an. Dadurch entsteht die Mdglichkeit, die Zeitgerade mit t =ty _, o; T At durch

A o zu konstruieren (siehe Bild 2). Die so konstruierte Gerade ist der erste geometrische Ort fiir den gesuchten

Zustandspunkt A,. Der zweite geometrische Ort entsteht (siehe Bild 3) als Zeitgerade fiir At durch Z 1.

Im Schnitt der beiden geometrischen Orte liegt der gesuchte Zustandspunkt A,.

6. Durch- und Ausblicke

6.1 Was wurde iiberlegt?

Vergleicht man die Aufgaben aus den Kapiteln 2 und 5 miteinander unter den in den Kapiteln 3 und 4 behan-
delten epistemologischen Gesichtspunkten, so stellt man zunichst leicht fest, dass im Hinblick auf das Vorwis-
sen der Problemldser (nicht so sehr im Hinblick auf seine Fahigkeiten bei der Konzeption eigener Denkschritte)
die Aufgabe zum Raketenwagen (Kapitel 5) hohere Anspriiche stellt: Da musste man etwas Physik kénnen
(NEWTONs Grundgesetz ,,Kraft = Masse mal Beschleunigung® kennen), die Anfangsgriinde der Differential-
und Integralrechnung musste man unter Umstinden parat haben (u =X) und natiirlich durften
Termumwandlungen keine Schwierigkeiten bereiten.

Bei der Aufgabe zum Raumschiff-Quartett aus Kapitel 2 ging alles erforderliche Vorwissen des Problemlosers
anders in die auf die Losung gerichteten Uberlegungen ein, vor allem war dieses Wissen viel weniger formal,
sondern steckte geradezu darin, dass sich die Richtungskugel-Oberfliche einsetzen lieB als ein anschaulich
(pseudo-empirisch) gut zugingliches Substrat, das im Zuge des réfléchissements (jener Projektion auf eine
héhere Ebene) neben den Parametern (hier den Richtungen) auch problemrelevante Beziehungen zwischen
diesen (zu neuen Objekten avancierten) Parametern zu empfangen und geometrisch darzustellen vermag, wo-
durch die Konstruktion der gesuchten Richtung AD in Abhingigkeit von den Vorgaben ermoglicht wurde (Bil-
dung der geometrischen Orte flir die Marke der Richtung AD, Schnitt der geometrischen Orte), weil auch das
Spiel zwischen dem réfléchissement und der réflexion gut vonstatten ging.

Wo aber ist ein solches Substrat im Falle des Raketenwagen mit seinen Stellwerten als Parametern, wo werden
diese dargestellt, etc.?
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Zu einer Antwort auf diese Frage kommen wir, wenn wir uns vor Augen halten, dass die wichtigste Funktion
der Richtungskugel darin bestand, als ein Werkzeug zu gelten, um die Richtungen ¢ an Objekt-Punkte A € I1
anzutragen, also die Abbildung

A,c |— Ac

durch die Konstruktion der Strahlen Ac zu bewerkstelligen:

Ac ist der Strahl durch A und die Marke c, sofern zuvor iiber das Werkzeug derart verfiigt wurde, dass A sich
im Mittelpunkt der Windrose (Richtungskugel) befindet (unter Beachtung der Justierung).

Dieser Handhabung der Richtungskugel steht nun bei dem bindren Handlungsfeld des Raketenwagens elemen-
tare analytische Geometrie und Algebra gegeniiber; die Trajektorien werden als Parabelteile erkannt und durch
Formeln erklirt; diese Formeln miissen zuvor unter Umstidnden in Anwendung elementarer Kenntnisse aus der
Analysis hergeleitet werden; erst dann stehen (3) und (4) aus Kapitel 5 zur Verfiigung, um den funktionalen
Zusammenhang zwischen x und y einzusehen, welcher

- (3

charakterisiert. Eine geometrische Darstellung der Trajektorien gibt es im Handlungsfeld Raketenwagen und
diese ist auch tatsdchlich sehr niitzlich fiir den Problemldser. Aber ein eigenes geometrisches Substrat fiir die
Stellwerte gibt es in vergleichbarer Weise, wie dies fiir das bindre Handlungsfeld der Richtungen der Fall ist,
fiir den Raketenwagen nicht. An seine Stelle treten Formeln in der analytischen/algebraischen Symbolsprache.
Diese (elementare) algebraische Sprache, wenn sie denn von dem das Problem bearbeitenden Schiiler be-
herrscht wird, stellt fiir ihn jene hohere Ebene dar, auf die die Problematik projiziert wird (réfléchissement). Sie
liefert ja auch die Mdglichkeit, die Trajektorien zu berechnen und im Sinne der analytischen Geometrie zu
zeichnen (réflexion).

Zwar steht die reellwertige StellwertgroBe u in diesen Formeln ganz gleichberechtigt neben den anderen rele-
vanten Groflen xo, yo, X, ¥, und t, weil die Algebra des Korpers 3 diese GroBen alle nur als reelle Zahlen sieht
fir die formelmiBige Rechnung, aber fiir die Problematik, um die es geht und fiir den Denkapparat des
Problemlosers steht u fiir den Operator, der zunéchst auf Zusténde

und
Yo y
bezogen und der erst danach Objekt der Algebra wird.

Gerade deswegen ist hier neben der (elementar-) algebraischen Sprache die des bindren Handlungsfeldes so
wichtig, weil sie nicht die Gleichartigkeit verschiedener relevanter Groflen unter dem rein rechnerischen As-
pekt betont, sondern vielmehr jeweils die besondere Rolle jeder Variablen fiir das gestellte Problem unter-
streicht. Dazu verdient festgehalten zu werden:

Die Rezipienten solcher Informationen iiber das Problem (in einer an eigenem Handeln orientierten Sprache,
wie der eines bindren Handlungsfeldes) sind mit mdglichst selbstindiger Modellierung beauftragte Schiilerin-
nen und Schiiler, nicht vielfach geiibte Kontrolltheoretiker oder -praktiker, denen alles ldngst in Fleisch und
Blut {ibergegangen ist, und die daher solche verbalen Briicken zum besseren Verstdndnis nicht mehr benétigen,
sondern die elementaralgebraischen Formeln ohne weiteres erstens finden und zweitens mit sachgemaBem
Versténdnis interpretieren kdnnen.

6.2 Ausbau des bindren Handlungsfeldes der Richtungen zum Vektorbegriff

Um zu belegen, dass nicht etwa Sackgassen herauskommen, wenn bindre Handlungsfelder mit Schiilerinnen
und Schiilern gut eingeiibt werden — moglichst nach erfolgreicher Modellierungsarbeit —, sondern dass damit
verbundene Kompetenzen der Schiilerinnen und Schiiler weiter entwickelt werden konnen, insbesondere durch
neu hinzutretende Parameter, sei noch darauf hingewiesen, wie das bindre Handlungsfeld der Richtungen zum
Vektorbegriff ausgebaut werden kann.

Versetzen wir uns also nochmals in das bindre Handlungsfeld der Richtungen. Im Kapitel 3 wurde das folgende
Axiom herangezogen, das hier noch einmal ausgefiihrt sei (ohne die Bezeichnungsweisen der beteiligten Punk-
te wie in Kapitel 3 zu wihlen, denn diese entsprachen dem dort gegebenen Zweck):
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Axiom (A): Zu beliebig vorgegebenem Dreieck ABC und ebenfalls vorgegebenem Punktepaar A’, B’, das an
die Bedingung A’B’ = AB gebunden sei, gibt es stets ein C’ mit A’C’ = AC und B’C’ = BC. Siehe
die linke Figur.

B

[

C

C C

Ganz dhnlich lautend wie (A) ergab sich im Theorie-orientierten Kapitel 4 die folgende (axiomatische) Aussa-
ge, die hier auch noch einmal in passender Bezeichnungsweise rekapituliert und (A) gegeniiber gestellt sei:

Axiom (K): Vorgabe eines beliebigen Dreiecks ABC und eines Punktepaares A', C' mit A’C' = AC. Dann
gibt es ein B’ mit A'B’ = AB und B’C’' = BC. Siehe obige rechte Figur.

Dazu eine kleine Ubungsaufgabe:
Aufgabe 6.2: Man weise nach, dass (A) aus (K) folgt und umgekehrt.

Etwas informativer kann man (A) auch wie folgt
ausformulieren:

Axiom (A°): Sind drei Richtungen c,, c,, ¢ gegeben
und ein Dreieck A, B, C mit Ac,B und A
Bc,C und AcC und wird noch ein Punkte-
paar A’, B’ mit A'c;B’ ansonsten beliebig
vorgegeben, so gibt es stets ein C' mit
B’c,C’ und A’cC’ (siehe die nebenstehen-
de Figur).

Von der Distanz (dem Abstand) der Punkte vonei-
nander ist dabei nicht die Rede. Bei der Anwendung
von (A) in der uns anschaulich wohlvertrauten
reellen Ebene konnen wir aber bei der Vorgabe von A’, B’ aufler der Bedingung A'B' = AB = ¢; noch die
weitere erfiillen, dass A’ von B’ ebenso weit entfernt ist wie A von B. Ist dann der Punkt C’, dessen Existenz
(A) liefert und der offensichtlich eindeutig bestimmt ist, auch soweit von B’entfernt wie C von B und soweit
von A’ entfernt wie C von A?
Setzt man fiir die Entfernungen (Absténde, Distanzen) an

Distanz (A, B) = vy, (Abstand A von B)

Distanz (B,C) = 7,

Distanz (A, C) = v,
so lautet unsere Frage, ob aus der Wahl von A’, B’ mit Distanz (A’, B) =y, folgt, dass dann auch
Distanz (B', C") =y, und Distanz (A’, C') =y wird fiir jenes C'2 nach (A).

Dass diese Frage affirmativ zu beantworten ist, folgt aus dem Satz von der Gleichheit der Winkel an Parallelen
und dem Kongruenzsatz wsw.

Die Tragweite dieser Tatsache, die wir damit hergeleitet haben und deren sich die Schiilerinnen und Schiiler
sowieso schon sicher waren, kommt durch die richtige sprachliche Analyse, die auf Handlung abzielt und spa-
ter operativ-mathematisch wird, ins Spiel.
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Dazu begriinden wir ein auf die (durch Zahlen gemessenen) Abstinde zweier Punkte bezogenes neues bindres
Handlungsfeld, die Abstinde werden die neuen Parameter des mit ihnen parametrisierten Verbs
gelangen nach y d. h. nach y Lingeneinheiten. Die Aussagen haben die Form:
Von A gelangt man nach y zu C;
abgekiirzt: AyC
Zusammen mit den Aussagen des bindren Handlungsfeldes der Richtungen
von A gelangt man in Richtung c zu C;
abgekiirzt: AcC
kann man dann auch zusammenfassen:
Von A gelangt man in Richtung c und nach y zu C;
abgekiirzt: AcyC

Handeln und Sprechen bei Ubungen in diesem

neuen bindren Handlungsfeld fithren zur Einsicht

und festigen diese, dass man zur Ermittlung des C Ac
bei Vorgabe Acy als einen ersten geometrischen Ort

den Strahl Ac und als zweiten den Kreis um A mit

dem Radius y nutzen kann.

Jeder Schiiler, der schon weif3, was eine Abbildung
ist, oder auch nur gerade dabei ist, es zu lernen,
wird verstehen, dass das Symbol cy eine Abbildung
vollzieht. Bei

AcyC
wird vorne das Urbild A eingesetzt und hinten ent-
steht das Bild C.

Dann wird es keine Schwierigkeiten bereiten, mit Verstindnis danach zu fragen, was denn das
Hintereinanderausfiihren von zwei solchen Abbildungen c;y; und c¢,y, wohl sei, insbesondere bei ¢; # e, ¢, # e,
a 7 C2s
CI# Co.

Jedenfalls ist dies wohl wieder eine Abbildung, aber wieder eine von der Art cy?

Hat man nur drei feste Punkte A, B, C mit Ac;y;B
und Bc,y,C, so kann man natiirlich ¢: = AC und
v: = Distanz (A, C) setzen und erhélt in der Tat
AcyC. ABC ist wie gesagt ein festes Dreieck; siche ey
die nebenstehende Figur. CoY2

Um aber die eben aufgeworfene Frage affirmativ
beantworten zu konnen, miissen wir mehr tun, ndm-
lich nach der Bedienung eines festen Dreiecks cy

ABC wie eben muss nun fiir beliebig vorgegebene C
Punkte A’, B’, C' mit A’c,y,B' und B’c,y,C’

B' B'

cyY, cyY,
CyYs CoYa

C o+

gezeigt werden, dass (mit dem oben ermittelten cy) gilt
A'cyC'.
Siehe die linke Abbildung.
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Bewiesen haben wir die (eindeutige) Existenz eines C* mit B'c,y,C* und A’cyC*. Aus B'c,y,C’ und B'c,y,C*
folgt C'=C*
(siche die rechte Abbildung) und daraus weiter A'cyC’.

Wir nennen nun natiirlich die cy Vektoren und haben bewiesen, dass ihre Menge gegeniiber der Verkniipfung
des Hintereinanderausfiihrens abgeschlossen ist. Der Weg zum Vektorraum ist damit eingeleitet.

Der Autor hat diese fiir den Mathematiker hochst simplen Uberlegungen hier so langsam und gewissermafBen
tastend vorgefiihrt, weil er ahnt, wie groBe sprachliche Schwierigkeiten fiir die Schiilerinnen und Schiiler da-
raus entstehen, dass sie nicht gewo6hnt sind, ihr Sprechen und Denken so genau zu leiten und zu hinterfragen,
wie es aber notig ist. Er glaubt auch nicht, dass ein seiner Verantwortung bewusster Lehrer an diesen Schwie-
rigkeiten vorbei sieht; aber wir diirfen auch nicht die Rezipienten an der Notwendigkeit, flir sich selbst das
richtige Verhéltnis von Handlung und Sprache herzustellen, vorbei mogeln wollen.

6.3 Weitere Ausblicke

Abschlielend sei noch das Augenmerk auf weitere Ausblicke zu den in dieser Note dargestellten Ansétzen und
aufgeworfenen Fragen gerichtet.

6.3.1. Natiirlich ist es ein sehr wiinschenswertes Ziel, noch viel mehr Beispiele von iiber Modellierungsaufga-
ben gewonnenen Zugingen zu vertieftem mathematischen Verstindnis von Schiilerinnen und Schiilern zu ge-
winnen. Der Autor hat noch einige weitere Beispiele in der Hinterhand, wiirde sich aber ganz besonders freuen,
wenn Lehrer aus ihrer Praxis zu seinen Vorschldgen Erfahrungen - etwa mit einzelnen der oben angesproche-
nen Beispiele - gewinnen und dariiber berichten kdnnten.

6.3.2 Eine Zielvorstellung besteht darin, Ketten von Modellierungen und von bindren Handlungsfeldern derart
aufzubauen, dass schlieBBlich auch die Schiiler dariiber berichten konnten, wie sie den Unterricht, in den solche
Ketten eingegangen sind, erlebt haben, ob sie etwa von einem (bindren) Handlungsfeld zum nichsten selbst
bemerkt haben, dass da ein Schema immer wieder neu akkomodiert wurde, um ganz unterschiedliche Probleme
zu 16sen.

6.3.3 Ein ganz besonders wichtiges Anliegen der weiteren Ausgestaltung der hier dargestellten Ansétze liegt in
der Frage, wann und wie kommen die Schiilerinnen und Schiiler dazu, den Schritt ins Formale (insbesondere
ins formal Operative) aus eigenem Antrieb zu gehen? Wann werden formale Bereiche von Operationen gewis-
sermaflen zum Schirm, auf dem sich das réfléchissement bei einer Modellierung wie eine Projektion darstellen
kann?

Bereitschaft und Zutrauen zur formalen Ebene des Denkens sind eine iiber viele Zwischenstufen zu entwi-
ckelnde Bedingung einer Mathematisierung im engeren Sinne. Die reflexive Abstraktion, die in dieser Note als
ein kognitiver Kern des Modellierens herausgestelllt wurde (siche Kapitel 3), ist dann noch zu viel mehr in der
Lage, wenn jene Bedingung erfiillt wird. Dann fiihrt die réflexion zu einer geometrischen Algebra der bindren
Relative und abgeleiteter algebraischer Strukturen, die z. B. insbesondere den affinen Geometrien die projekti-
ven an die Seite stellt. Unsere Aufgabe ist es, Antworten zu finden auf die folgende Frage:

Welche Serien von Aufgaben konnen schon auf der Schule dieses Reich des Formalen fiir diejenigen Schiile-
rinnen und Schiiler 6ffnen, welche diese Offnung bei den Losungen der Aufgaben in Form von (weitgehend
selbst vollzogenen) Modellierungen als natiirliche Denknotwendigkeit erfahren, weil sie erkennen, dass die mit
der Aufgabenserie verbundene Methodik der Losungen (Akkomodation eines Grundschemas) diesen Schritt ins
formale Reich einer allgemeinen Algebra irgendwann einmal notwendig, aber auch gut (selbst) machbar er-
scheinen lésst?
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