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Arthur Krémer

Fallunterscheidungen

Beim Fallunterscheiden handelt es sich um eine Vorgehensweise, die bereits im Alltag ge-
brauchlich ist, wie man etwa an Termini wie "falls’, "je nachdem", "sonst", "entweder...oder"
usw. sehen kann, die dann auch in die Wissenschaftssprache Ubernommen werden. Allerdings
ist im Alltag zu beobachten, dal3 sich die dabei ergebenden verschiedenen Moglichkeiten nicht
immer gegenseitig ausschliefden missen. Auch in der Mathematik hat das fallweise Vorgehen
seinen Platz, obwohl einheitliche Argumentationen i. a. mehr Gefallen zu finden scheinen.
Verschiedene Moglichkeiten einer gegebenen mathematischen Grundsituation lassen sich
eben oft nicht geschlossen darstellen. Im Ubrigen handelt es sich bei der Fallunterscheidung
um ein algemeines wissenschaftliches Arbeitsverfahren, das durchaus nicht nur auf die
Mathematik eingeschrankt ausgelibt wird. Die algemeine Grundsituation kann dabel immer
nur Uber einen besonderen Fall, as einen der mdglichen Féle realisiert werden, wobel die
verschiedenen Falle einander logisch ausschlief3en.

1. Grundsétzliches und erste Beispiele

Durch das Zerlegen eines Problems in Teilprobleme (siehe in der Grafik TP1, TP2, usw.)
kann die Komplexitéat verringert werden, wodurch die Losung vielleicht leichter gefunden
werden kann; allerdings nimmt man dadurch eine Vermehrung des Arbeitsaufwandes in Kauf.
Man kann dabei mit dem einfachsten Fall beginnen. Manchmal lassen sich dann hierbei
gewonnene Ergebnisse beim Lésen der weiteren Falle verwenden. Zum Schluld werden die
gewonnenen Teillésungen (in der folgenden Grafik siehe TL1, TL2, usw.) zur Gesamtldsung
zusammengefalyt.
3 3

Problem P | geht tber in
TP1| [TP2

. [tL1] [TL2]
e G t16 :
Losung Lciar%usu%z . TLn

Vorerfahrungen beziiglich des Fallunterscheidens sind beim Schiler zur Genlige vorhanden,
auch wenn er sie nicht unbedingt damit verbindet:

- Zuerst lernt er gleichnamige Briche addieren, anschlief3end erst ungleichnamige.

Hier handelt es sich um ein typisches V orgehen:
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Zundachst wird ein Spezialfall gel6st, auf den man dann die anderen Falle zur tickfthrt.

- Er lernt Terme auf ihrer Grundmenge zu unterscheiden, je nachdem sie grof3er, kleiner oder
gleich null sind.

- Betrachtung der Lagebeziehungen zweier Geraden: identisch, echt parallel, schneidend oder
windschief.

Bekanntschaft mit Fallunterscheidungen macht der Schiler auch

- beim Definieren: Ual = a, falsa3 Ooder val =-a falsa< O.

- in Aussagen: Die Verkntpfung zweler ebener Spiegelungen an den Geraden g und h ist eine
Trangdlation, fallsg und h parallel sind, sonst eine Drehung.

- beim Bewesen, was allerdings viele c

Schulbiicher unterschlagen: So mul3 man z.

B. beim Peripheriewinkelsatzbeweis mit den

Bezeichnungen der nebenstehend gezeichne-

ten Figur Falle unterscheiden, je nachdem ob

M innerhalb oder aul3erhalb des Dreiecks A B

oder auf einer Seite des Dreiecks ABC liegt.

Durch vollstandige Fallunterscheidung

- wird verhindert, dafl3 unvollstandig argumentiert wird.

- eswerden Zusammenhange zerlegt und leichter zuganglich.
- werden Gedanken geordnet.

- werden Probleme transparenter gemacht.

Eine Fallunterscheidung ist nur dann sinnvoll, wenn sie vollstandig ist, d. h. wenn man keinen
zu behandelnden Fall vergessen hat. Wie findet man nun eine solche?

Verfahren zum Auffinden vollstandiger Fallunter scheidungen:

Im algemeinen geht man in der Mathematik von einer sogenannten zweiwertigen Logik aus,
d. h. daslogische Gegenteil von wahr ist falsch. Weitere Moglichkeiten gibt es nicht. Deshalb
werden i. a. Fallunterscheidungen mit dem logischen Gegentell angelegt. D. h. man hat einen
Fall erkannt und bekommt dann durch sein logisches Gegenteil den dazugehorigen zweiten
Fall. Wie die folgenden Beispiele zeigen, kann es sein, dal3 man vom 2. Fall zunéchst nur
einen Tell 16sen kann. Man erhédlt so im Fall 2 einen Unterfall a), der innerhalb des Falles 2 zu
einem logischen Gegenteil des Teilfales @) fuhrt, das wir b) nennen werden. Nun kann man
entweder den Fall 2b) ganz |6sen oder die Fallunterscheidung fachert sich weiter auf.

Das eben beschriebene Verfahren wird i. a. unnétig aufwendig sein. Haufig laidt sich dieses
Verfahren kurzen.

Beispid 1.
Die Anzahl der Ldsungen einer quadratischen Gleichung x2 + px + g =0 soll in Ab-
héngigkeit von p und q aus R anhand der sog. Diskriminante D = p2 - 4¢ untersucht werden.

1. Losung:
Fall 1: D kann positiv sein. Dann ist



Fall 2: D ist nicht positiv. Unterfall 2ac D ist negativ. Das hierzu logische Gegentell im
Unterfall 2 lautet dann:
Unterfall 2b: D ist null.
Entsprechend der Konstruktion dieser Fallunterscheidung findet man dann die folgende L6-
sung:
Fal 1: D > 0: Die quadratische Gleichung hat im Reellen zwei verschiedene Losungen.
Fall 2: D ist nicht positiv:
Unterfall 2a: D < 0: Die quadratische Gleichung hat keine reelle L 6sung.
Unterfall 2b: D = 0: Die quadratische Gleichung hat genau eine reelle Lsung.

2. LOsung:

Mit Recht sieht mancher die 1. L6sung als Ubertrieben an; denn man weil3 ja, dal3 eine Zahl D
grofder oder kleiner oder gleich null sein kann, und diese Fallunterscheidung vollstandig ist.
Also wird man hier die Konstruktionsmethode mit dem logischen Gegenteil nicht praktizieren
und von 3 sich ausschlief3enden Fallen ausgehen:

Fal1:D>0

Fal 22D <0

Fal3:D=0

2. Kombinatorik und geometrische Fallunterscheidung anhand einer Kon-
struktion

Vollstandige Fallunterscheidungen lassen sich aber auch mit anderen Mitteln erreichen. Die
Kombinatorik sichert, wie man im Rahmen gewisser Bedingungen ale Félle erreicht. Dies
wird hier an einem Beispiel auseinandergesetzt, ohne dal? auf Grundsétzliches der Kombina-
torik eingegangen wird:

Beispiel 2a:
Wir gehen von dem nebenstehend skizzierten c
standardisierten Dreieck aus, von dem zwel
Seiten g1, g2 und der Gegenwinkel j 1 zu g1
gegeben sind. Wie viele Mdglichkeiten gibt s
es, diese Vorgabe anzuschreiben, wenn A
hierbel die Seiten a b, ¢ und deren
Gegenwinkel gleichberechtigt sind?

LAsung:

g9 a a b b c c

s}) b c a ¢ b a

| a a b b g g

Wie findet man eine solche vollstandige Fallunterscheidung? Ist g1 = a, so kann go nur b oder
c sein. Beide Félle sind moglich. Anstelle von a konnte aber auch g1 = b oder g1 = ¢ stehen.
Zusatz: Die aufgezeichneten Félle unterscheiden sich nur in ihrer Bezeichnungsweise. Geo-
metrisch sind sie gleichwertig.

In der Geometrie werden z. B. bel Dreieckskonstruktionen im Rahmen der sogenannten De-
termination alle zur gegebenen Grundaufgabe denkbaren Losungsmdglichkeiten untersucht.
Man betrachtet dabei die drei (unabhangigen) Bestimmungsstiicke als Veranderliche und
untersucht, unter welchen Bedingungen die Konstruktion tberhaupt mdglich, wann die L6-
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sung eindeutig bzw. wann sie mehrdeutig ist. Im Schulunterricht wird diese Determination im
allgemeinen an einer konkret vorgegebenen Situation durchgefhrt.

Beispiel 2b:
Untersuche die Losungsmannigfaltigkeit der Konstruktion eines Dreiecks ABC aus zwel
Seiten g1, g2 und dem Gegenwinkel j 1 zu g3.

LOsung:
Nach dem Zusatz bei Beispiel 2a kann nun ohne Beschrankung der Allgemeinheit g1 = b, g2
=aund] 1 = b angenommen werden.

Die erforderliche Falunterscheidung ergibt sich aus der Ausfiihrung der durchnumerierten
Konstruktionsschritte, wenn man bei Durchfiihrung des jewelligen Schrittes die Frage stellt,
wie sich der Fortgang der Konstruktion &ndert, wenn das eben benutzte gegebene Stiick eine
andere Grol3e hat, also die eben benutzte geometrische Veranderlichevariiert.

1. Man beginnt mit go = a wobel es "offenbar" gleichgtiltig ist, welche Lénge a hat, solange
diese nur ungleich null ist.

2. An die Strecke a trégt man in einem Endpunkt den Winkel j 1 = b an, wobei zunéchst die
GrofRe des Winkels keine Rolle spielt.

3. Um den anderen Endpunkt von der Strecke

awird dann ein Kreis mit Radius

01 = b gezeichnet, dessen "Wirkung" of-
fenbar von h (vgl. die Abbildung) abhangt.
Diese Abhéngigkeit fuhrt in einer Fallunter-
scheidung zu keiner, einer oder zwei nicht
kongruenten Losungen. Jetzt erst stellt sich
heraus, dal3 diese Fallunterscheidung nicht
von der Grof3e] 1 = b unabhangig ist. Hierbei
ist "offenbar" jq1 = 90° ein Grenzfall,
weshalb sich die Fallunterscheidung inj 1 as
zweckmaldig erweist.

Die getroffene Fallunterscheidung ist vollsténdig, weil zwel reelle Zahlen entweder gleich
oder die eine grof3er oder kleiner als die andere sein kann.

In einer Tabelle werden nun die Falle zusammengefalt.
Man beachte h=gpsinj 1.

Fall |] Fall |01 Fall 01 L 6sungsverhalten
1 Jli1<o90® |11 |91<h 0 Lésungen
12 |01=nh 1 Losung
13 |01>h (rechtwinkliges Drei-
eck)
131 g2>91>h 2 LOsungen
132 g1°% g2 1 L Osung
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2 j1=900 (21 |01£02 0 Losungen
22 |g1>02 1L6sung
(rechtwinkliges Drei-
eck)
3 j1>90° |31 |(g1f£o 0 Losungen
32 |g1>02 1L 6sung

3. Weitere Beispiele

Es wird jewells angegeben, mit welcher Methode die Fallunterscheidung gefunden bzw. auf
ihre Vollstandigkeit Gberprift wurde.

Beispiel 3:
Bestimme die L 6sungsmenge zu X—+i £2 inenem maximaen Definitionsbereich. (1)

1. Loésung (algebraisch: 1.Methode):
Die maximale Definitionsmengeist R\ {1}. Mit dem logischen Gegenteil findet man:

1. Fal: 2. Fall:

x-1>00 x>1 und x-1<00 x<1und

(1) wird mit dem Nenner x - 1 > O multi-| (1) wird mit dem Nenmner x - 1 < O
pliziert: multipliziert:

U x+1£2x-2 U x+132x-2

U 3£x. Manerhdt as Teillésung: U 33 x. Man erhdlt as Teillésung:

L1 ={xx>21undx? 3} ={x0 x3 3} Lo = {xix<lundx£ 3} ={xix <1}

Hieraus folgt als Gesamtergebnis L = L1 E Ly = {x(x<1oder x 3 3}.

2. Losung (algebraisch: 2. Methode):

Durch eine aquivalente Umformung bringt man die Ungleichung auf die Form gr6R3er, gleich
oder kleiner als null und betrachtet dann die erforderlichen V orzeichenkombinationen von
Zahler Z und Nenner N.

Aus (1) folgt dquivalent: 3—i £0

1. Fall: 2. Fall:

Z30und N<O ZEOundN>0

U 3-x30und x-1<0 U 3-x£0undx-1>0

U 33 x und x<1.Manerhdt U 3£x und x> 1. Man erhélt
L ={xx < 1}. Lo ={x(x3 3}.

Hieraus erfolgt das Gesamtergebnis L = L1 E Ly = ]-¥; 1] E [3; ¥[.

3. Losung (graphische Methode) analog zur 2. Losung:

Xtleo g 3 %¢0
x-1 x-1



87

Zahlengerade 1-¥%;1] 1 11:3[ 3 13, ¥ [
Z=3-X positiv 2 positiv 0 negativ
N=x-1 negativ 0 positiv 2 positiv
Z'N = ﬂ

"7 x-1 |negativ nicht definiert | positiv 0 negativ

Man muf3 dies nattirlich nicht so aufwendig in einer Tabelle schreiben, sondern kann dies mit
einigen Strichen an einer Zahlengeraden demonstrieren.

Hinweis:

Die Intervallgrenzen der Losung sind bel einer graphischen Methode stets gesondert zu un-
tersuchen.

4. Loésung graphische Methode analog zur 2. Losung):
Zahler Z und Nenner N werden als
Funktionsterme von Geradenglei-
chungen aufgefaldt und diese Gera
den gezeichnet.

Z > 0 bedeutet dann z. B., dal der

by
zugehorige Graph oberhalb der x-

Achse liegt usw.
1T
Beispid 4.
Lose 3 < 2 in einem maximalen Definitionsbereich. Q)
X-5 X+3

Bei einer Ungleichung, bei der auf beiden Seiten Bruchterme bzw. Summen von solchen
stehen, multipliziert man mit dem Hauptnenner HN, um die Briiche zu beseitigen. Dies liefert
die Falle HN > 0 und HN < 0 im zugehorigen Definitionsbereich, da dieser durch HN 1 0
festgelegt ist. Die Losung kann dann algebraisch oder graphisch durch Fallunterscheidung mit
dem logischen Gegenteil erfolgen.

1. Losung (algebraisch):
Die Definitionsmenge betragt R - 3;5} .



1. Fall:

(x-5)(x+3) >0,

d. h.

1.1 x-5>0undx+3>0

U x>5undx>-3,asox>5.
oder

1.2 x-5<0undx+3<0

U x<5undx<-3 adsox<-3

Aus1l.1und 1.2 folgt
xausDy=]-¥;-3[E]5 ¥
Aus (1) folgt 3(x + 3) < 2(x - 5)

U 3x+9<2x-10 (2)
0] X <-19

]-¥;-19 istin D1 enthalten, also ist
L1=1-%;-19
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2. Fall:

(x-5)(x+3)<0

d. h.

11 x-5>0undx+3<0

U x>5und x <- 3, aso gibt eskein x.
oder

12 x<5undx>-3,

asox aus]-3; 5[

Aus1l.1und 1.2 folgt
xausDp=1]-3; 9
Aus (1) folgt 3(x + 3) > 2(x - 5)

U 3x+9>2x-10 (2)
O x>-19

] -19; ¥ [ hat mit Do den Schnitt Dp; also ist
L2=]-3;9

Ergebnis L=L1E Lo=]-¥;-19[E]-3;5[

2. Losung (graphisch):

Man prépariert das Problem
bis zur Zeile (2) der 1. Lo6-
sung und zeichnet die Gera-
den mit den Gleichungen

y =3x+9und

y =2x - 10.

Beispid 5:
LOse (Bx - BUE X + 2.

)

Gleichungen und Ungleichungen mit Betragen kann man auf verschiedene Weisen mit oder

ohne Fallunterscheidung | 6sen.

1. Losung (Ruckgriff auf die Betragsdefinition, eine Fallunterscheidung nach dem logischen

Gegentell):
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1. Fl: 2. Fall:

3x-630U x3 2und 3x-6<00 x<2und

auss(3) U 3x-6£x+2 as(@ U -3x+6£x+2

U x £ 4. Diebeiden Bedingungen ergeben | U x3 1. Die beiden Bedingungen ergeben
L1=[2;4]. Lo =[1;2.

Ergebnis. L = [1;4]

2. Losung (Eliminieren des Betrags durch Quadrieren):

Quadrieren ist keine Aquivaenzumformung; deshalb muR i. a. die sogenannte Probe Be-
standteil des Losungsverfahrens werden. Bei dem vorliegenden Beispiel ist das Quadrieren
problemlos, da wegen des stets nicht negativen Betrags auch x + 2 stets positiv sein wird.
Also gilt:

(3) U 9x2-36x+36 £ x2+4x+4

U x2-5x+4 £ 0.

Die Losung dieser quadratischen Ungleichung findet man unter Beispiel 6.

3. Lésung (Abstandsuntersuchung auf der Zahlengeraden):
Beldx - 2 6 < 4 werden digienigen Punkte auf der Zahlengeraden gesucht, die von 2 einen
kleineren Abstand als 4 haben. Man findet als Lésung L =]-2; 6.

Beispiel 6:
Losex2-5x +6 £ O. (1)

1. Losung (graphisch):

Die Losung quadratischer Gleichungen 143t sich mit einer graphischen Uberlegung sehr
einfach gewinnen, wenn man die Nullstellen und die Offnung der Parabel der zugehorigen
guadratischen Funktion y = ax2 + bx + ¢ beachtet.

y=x2-5x+6 hat die Nullstellen

_ 5+4/25- 24
2

aso x1=3 und xp=2.

12

Im vorliegenden Fall ist a=+1 > 0 und damit die zugehorige Parabel nach oben gedffnet;
wie man einer Skizze entnehmen kann, haben die Parabel punkte negative y-Werte fir x aus
[2;3].

2. Losung (mit einer Fallunterscheidung nach dem logischen Gegentell anhand quadratischer
Erganzung):

. 5,.1 =~ 5 .1
DU (x-I)E= U [x-—-|£=
(1) ( 2) 4 ‘ 2‘ 2
1. Fl; 2. Fall;

3 O 5
X3 = X < =

2 2

. 5.1 - . A 5.1 A )
U x-EEE U x £ 3. Manfindet dso| U _X+§£E U 2 £ x. Man findet
L1 = [25; 3]. aso Ly =[2;2,5[.

Ergebnis. L = L1 E Ly = [2; 3]
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3. Lésung (nach dem Satz von Vieta):

Der quadratische Term wird nach dem Satz des Vieta faktorisiert und anschlief3end eine
Fallunterscheidung nach dem logischen Gegenteil aufgebaut:

Esgilt: x2-5x+6 £0 U (x-2)(x-3) £ 0

1. Fall: 2. Fall:

(x-2) % Ound(x-3)£0 x-2) £0und (x-3)3 0
U x3 2und x £ 3 X £0und x 3 3

P L1 =[23]. P Ly = A&

Ergebnis: L = L1 E Lo = [2; 3]

Beispid 7:
Bruchgleichung mit Parameter: Ldse in der Grundmenge der rationalen Zahlen:
Xx+2b x-a

X-a (1)

X-a X

LOsung:

Die Definitionsmenge ist also D = Q\{0, a}. Bruchgleichungen 16st man dadurch, dal3 man
innerhalb der Definitionsmenge mit dem Hauptnenner multipliziert, d. h. die Nenner beseitigt.
(1) U x2+2bx = x2-2ax + a2

O 2x(@a+b) =a2 2

Die weitere L 6sung geschieht durch Fallunterscheidung nach dem logischen Gegenteil:

1. Fl: 2. Fall:
atb1 0 a+tb=0
. a2
(2 U x= 2(a+b) (3) (2) lautet hier 2x>0 = a®
Fall 1.1 Fal 2.1
2
(3) ist ene Losung, falls a zu D
2(a+h)
gehort, also a=0p L3 =D
2 2
a 1 0 und —2 1
2(a+h) 2(a+ D)
U a®!Oundbt? -%
a2
HieristdannalsoLq = { }
2(a+h)
Fal 1.2: Fall 2.2:
"sonst”, alsoinden Féllen, bei denena=0 |al 0 b Lg =4
oder b = g ist, ergibt sich als
LosungsmengelLy = A

Ergebnis. L = L1 E Lp E L3 E Lg =
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2
={xx =—2 _ falsa+bt Ounda® Ound b* - 2} E
2(a+h) 2
E {xx1 [ fals(a+bt Ound (a=0 oder b:-g))oder (a+b=0undat 0} E E {xx

I D, fdlsa=b=0}

4. Aufgaben

1. Beweise: Alle Umfangswinkel Uber einer Sehne, die auf derselben Seite dieser Sehne wie
der Mittelpunkt liegen, sind gleich dem zugehérigen halben Mittel punktswinkel.

2. Untersuche die Losungsmannigfaltigkeit der quadratischen Gleichung ax2 + bx + ¢ = 0 mit
reellen Koeffizienten a, b, c.

3. Ein Dreieck ABC ist zu konstruieren aus der Seite a, der Seitenhalbierenden sy und dem
Winkel b. Fihre eine Determination aus.

4. L 6se die folgenden Gleichungen und Ungle chungen:

X 3X 5

a £0 . , C - 23
) X+2 b) x-20< 5 ) 2% - 4 2% - 4
d) @x-20< x+1 ) (K2-6x+8(HX-1(+1 = 0 f) (dx - 3U< 406 - 2xU
q) Lo ox+2e3x+4 h) x-1 1, i)z#31

4 2 2x+10, 6 X?- 5Xx+6
5. Aufgaben mit Parametern:
a) g:i

X X-a b) 2p- x=2- vx

Xx+2b _ x-a 2 (A -1
c) == d) + RPN

X- a X clay+s) clay-s) c(@y -s

6. Gegeben sei eine Gerade g und zwel verschiedene Punkte A und B. Zu konstruieren sind
ale Kreise k(M;r), die die Gerade g bertihren und die durch die Punkte A und B gehen
(Skizzen, Fallunterscheidungen, Determination).

7. Die Zahl 131 ist als Summe zweier natlrlicher Zahlen darzustellen, wobei der eine Sum-
mand bei Division durch 7 den Rest 3 und der andere Summand bel Division durch 11 den
Rest 5 1&M%t.
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